TALLER DE CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2017

Practica 5: Integrales

1. Sea f: [a,b] — R. Para cada particiéon © = {xo, z1,...,2,} de [a,b] definimos
m(f) =D |f k) = flar)l
k=1

Si 71 C 7o son dos particiones de [a, b], entonces 71 (f) < mao(f).

2. Determine si las funciones siguientes son de variacién acotada en el intervalo |[a, b]
correspondiente y en caso afirmativo dar una mayoracién para Vy(a,b).

a) f(x)=cos(z), z € [0, 3n].
b)

d)

xQSin(E)Q O<z<l1
0 siz=0.

Estudie, ademas, la derivabilidad de la cuarta funcion.

3. Si fy g son funciones de variacién acotada en [a, b, entonces fg también lo es.

4. Para las funciones de variaciéon acotada siguientes, encuentre la funcién V}; recorde-
mos que Vi(a) =0y Vi(x) = Vi(a,x) sia <z < b):

a)
r+1, si—1<2x<0;
flx) =X =, si0<zx<l;
11—z, sil<z<2

b)
z+1, si—-1<z<O0;
flz) =< =, si0o<z<1;
1l—z, sil<zx<2
¢) f(z) =sinz, z € [0, 27].

Para cada una de estas funciones encuentre explicitamente funciones mondtonas
crecientes g1 y go tales que f = g1 — go.



5. Analice en cada caso la existencia de la integral f: fda y calcilela cuando corres-
ponda.

a) a:
b) a : [a,b] — R una funcién continua con a(a) = ag, a(b) = by; ¢ € (a,b) y
f i [a,b] — R dada por

[a,b] — R una funcién arbitraria y f una funcién constante sobre [a, b].

5 siz € [a,c);
flx)=<3 siz=c
—1 siz € (qb].
;,Qué sucede si en lugar de ser a continua sélo se sabe que es continua en un
entorno de c?

¢) f como en el {tem anterior y

6. Sean f,« : [a,b] — R dos funciones tales que f es continua e integrable respecto de
a en [a,b] y sea c en (a,b). Si B : [a,b] — R satisface (x) = a(z) para todo = # ¢,
muestre que f € R(S) en [a,b] y f:fda = f:fdﬁ. . Qué sucede si ¢ =a o ¢ = b?.

7. Consideremos las funciones siguientes definidas en el intervalo [0, 2]:

5 six=0;
e’ sixze(0,2]

fla) =]z =1], y a(x)Z{

2
Muestre que f € R(a) en [0,2] y calcule [ f da.
0

8. Sean f, a : [a,b] — R y sea ¢ € (a,b) tales que f € R(a) en [a,c] y f € R(a) en
[c,b]. Muestre que f € R(«) en [a,b] y f(ffda = [ fda+ fcbfda.

9. Si ff fda existe y es igual a 0 para toda funcién mondtona creciente f, jqué se
puede decir sobre la funcién o?
Sugerencia: Para cada ¢ € [a,b] considere la funcién mondétona f. tal que fe.(z) =0

sia<z<cy fox) =1 en caso contrario.

10. Una funcion definida sobre un intervalo cerrado y acotado y de variacién acotada es
integrable en el sentido de Riemann.

11. Si f : [a,b] — R es una funcién de clase C! en [a,b], entonces f es de variacién
acotada y V¢(a,b) = f; |f'(z)| dx.



12. Sea f : [a,b] — R continua y sea « : [a,b] — R mondtona creciente.
a) Existe ¢ € (a,b) tal que f; fda = f(c) (a(b) — a(a)).
b) Siademds « es derivable en (a,b) (pero no necesariamente de clase C'!), funcién
viw) = [ fd
es derivable en (a,b) y ¢'(z) = f(x)d/(z) para todo x € (a,b).
13. Sea f, a: [a,b] — R tales que f es una funcién continua y « es de variacién acotada.

0) |J2 £ da| < Vala,b) méxeap |£(2)]

b) Para cada x € [a,b] ponemos ¢(z) = [ f do; notemos que ¢ estd bien definida.
Muestre que v es de variaciéon acotada.

¢) Si «a satisface una condicién de Lipschitz en [a, b], entonces la funcién 1 definida
en el punto anterior también satisface una condicién de Lipschitz en [a, b].



