TALLER DE CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE 2017

Préctica 1: Numeros reales y sucesiones

1. A partir de los axiomas de cuerpo demostrar las siguientes propiedades cualesquiera
sean a,b,cy d en R:

2. A partir de los axiomas de cuerpo ordenado probar las siguientes propiedades cua-
lesquiera sean a,b y c en R:
a) Sia <byc>0, entonces ac < be.
b) Sia < b entonces —b < —a.
¢) Si a # 0 entonces a? > 0.

)
)
d) Siab > 0 entonces a y b son ambos positivos o ambos negativos.
e) Si a4+ b? = 0, entonces se tiene que a = b = 0.

)

Sia<byb<aentonces a=>b.

f

3. Sea A un subconjunto no vacio de R y sea s € R. Muestre que las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.
a) s es el supremo de A.
b) s satisface las siguientes dos condiciones:

= para todo a € A se tiene s > a;
= sit > a para todo a € A, entonces t > s.

c) s satisface las siguientes dos condiciones:

= para todo a € A se tiene que s > a;
= para todo € > 0 existe a € A tal que s — e < a.

d) s satisface las siguientes dos condiciones:

= para todo a € A se tiene que s > a;

» existe una sucesién (a,)nen contenida A tal que lim a, = s.
n—o0

Enuncie caracterizaciones analogas para el infimo de A, y demuestre su equivalencia.

4. Sean Ay B C R, dos conjuntos no vacios, tales que A C B.



a)

b)

Supongamos que A y B estan acotados superior e inferiormente. Establezca y
demuestre las relaciones de orden que hay entre los nimeros sup(A), inf(A),
sup(B) e inf(B).

;, Qué sucede cuando alguno de los conjuntos no estd acotado superior o infe-
riormente?

5. Hallar, si existen, supremo, infimo, maximo y minimo de los siguientes subconjuntos

de R:

A1 = (a,b], con a,b € R.

1
A2:{2n, TLEN}
AgZAQU{O}.

A4:{x€(@ :nggﬁ}.
A5:{x2—x—1:m€R}.

1 1
A6:{+:n,m€N}.
nom
Ar={a? -bz+4:2€[2,4)}.
Ag = 0.

6. Si A C R es no vacio, para cada ¢ € R consideramos los conjuntos

c-A={cx:x € A}, —A=(-1)-A

Pruebe las siguientes afirmaciones.

a)

b)

c)
d)

Si el conjunto A estd acotado superiormente, entonces —A esta acotado infe-
riormente e inf(—A) = —sup A.

Sic> 0y el conjunto A estd acotado superiormente, entonces ¢ - A también lo
estd y sup(c- A) = c¢-sup A.

., Qué se puede decir cuando ¢ < 07

Enunciar resultados andlogos a los anteriores para inf(c.A) (y demuestre al-
guno(s) si tiene ganas).

7. Si A, B C R son ambos no vacios, consideramos los conjuntos

A+B={a+b:ac Abec B}, A-B={ab:a€ Abe B}

a) ;Qué condiciones deben satisfacer A y B para que exista sup(A + B)? Cuando

se cumplen, ;qué relacién hay entre sup(A + B) y sup(A) + sup(B)?

b) Realice el mismo andlisis para el conjunto A - B y los nimeros sup(A - B) y

sup(A) - sup(B).

8. Sean a,b € R tales que a < b. Probar las siguientes afirmaciones.



10.

11.

12.

13.

14.

a) Existe un tunico entero n tal que n < a < n + 1. Llamamos a n la parte entera
de a y lo denotamos [a.

b) Existe ¢ € Q tal que a < ¢ < b.

c) Para cada = € R existe una sucesién (g )nen en Q tal que lim,, 0 g, = z. Més
aun, (gn)nen puede elegirse decreciente.

A raiz de este hecho decimos que Q es denso en R.
Si (an)nen €s una sucesién de nuimeros positivos tal que lima, = A, entonces se

tiene que lim 4/a, = \/Z

Sea (by)nen la sucesion definida recursivamente de la siguiente manera: by = V2 y
bn+1 = V2 + b, para cada n > 0. Muestre que (b, )nen €s monétona y que esté aco-
tada superiormente por 2. Determine su limite.

Fijemos x1, y1 € R tales que 1 > y; > 0 y para cada n > 0 sean

Tnt1 = (Tn +Yn)/2, Ynt1 = /Tnln-

Pruebe que para todo n € N vale que

Yn < Yn+1 < T1, Y1 < Tpy1 < Tp Yy 0 < Zpi1 — Yng1 < (x1 —y1)/2".

Deduzca que ambas sucesiones convergen y que lim x, = lim v,.
n—oo n—oo

Hallar los puntos limites y los limites superior e inferior de las siguientes sucesiones:

1

(l) 1_ﬁ7

c) cos i,

d) (_1)n(2+%)7
11212 3 1 2

6) 2939394247475 5" )

f) tn+(-1)"(2n+1))

Si (an)nen ¥ (bn)nen son sucesiones acotadas de nimeros reales, determine las rela-
ciones de orden entre los siguientes cuatro nimeros:

liminf(a, + by), limsup(a, + by),

lim sup a,, + limsup b,,, lim inf a,, + liminf b,,.

a) Sea (an)nen una sucesion de términos positivos tal que

Intl _ g o

lim sup
G

Probar que lim a, =0.
n—+00

b) Usando este resultado, muestre que



1) Si @ > 0, entonces lim (a™/n!) =0.
n—+oo

2) nll;lfoon!/n” =0.

3) Si0 < a <1y kesun entero, entonces lim nFa” = 0.
n—-+00

15. Sean x1, a € R tales que 1 > 0y a > 22 + x1, y para cada n € N sea 2,11 =
a/(1+ xp).
a) Probar que x9,—1 < x3, para todo n € N.

b) Para cada n € N notamos por I, al intervalo [x2,—1,x2,] C R. Probar que
In,+1 C I, para todo n € N.

c¢) Probar que () I, = {¢}, donde ¢ € R es una raiz de la ecuacién z? + z — a.
neN

Sugerencia: Muestre que para todo n € N los ntimeros 11 — Zp ¥ Tn, — Tn—1 tienen
signos diferentes y que existe § € (0, 1) tal que |x,+1 — x,| < 0|z, — 2,,—1| para todo
n € N.

16. Sea (an)nen una sucesién acotada superiormente. Probar que M € R es el limite
superior de esta sucesion si y sélo si para todo € > 0
= existen infinitos n € N para los que a,, > M — ¢,y

= existe solamente una cantidad finita de n € N para los que a, > M + €.

17. Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales tal que lim a, = L.
n—o0

a) Probar que si r < L entonces existe ny € N tal que a,, > r para todo n > ny.

b) Anédlogamente, si r > L, entonces existe ng € N tal que a,, < r para todo
n > ng.

¢) ;Puede reformularse (a) si se sabe solamente que r < L7

d) (Qué puede decirse de L si existe ng € N tal que a,, > r para todo n > ng?

18. * Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales y sea (0, )nen la sucesién dada por

ar+az+---+ap
n

Op —

para cada n € N.

a) Decida si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.
1) Si lim a, = 0 entonces lim o, = 0.
n—oo n—oo

2) Si lim o, = 0 entonces lim a, = 0.
n—oo n—oo

3) Si lim a, = L, entonces lim o, = L.
n—oo n—oo

b) ;Puede suceder que lim sup a,, = co mientras que lim o, = 07
n—oo



c¢) Pruebe que si b, = ant1 — a,, para cadan € N, lim o, = L'y lim nb, = 0,
n—0o0 n—oo

entonces lim a, = L.
n——+oo

n—1
Sugerencia: Muestre que a, — o, = % > kbg.
k=1
19. * Sea (I,)nen una sucesién de intervalos cerrados tales que I1 O I O --- D I, D
I,+1 D ---; para cadan € N notamos por A\, la longitud de I,,. Mostrar que 11’111 An
n——+0oo

m A, > 0 entonces () I, es un intervalo cerrado de longitud

existe y que si i
n—-+oo neN

lim A,
n——+o0o



