Probabilidades y Estadistica (M) ler cuat 2017

Soluciones del segundo parcial

1. En un pueblo andino en el que nieva todos los dias de julio, se mide la cantidad de nieve caida
cada dia del mes. Un dia del mes se considera un récord si la cantidad de nieve caida ese dia es la
maxima entre los dias medidos hasta ese momento del mes. De esta forma, por ejemplo, el primer
dia de julio siempre es un récord.

Si se sabe que la cantidad de nieve caida (en centimetros) en un dia sigue una distribucién uniforme
[0, 50,
a) {Cuéntos récord se espera tener a lo largo del mes de julio?

b) ;Cudl es el valor esperado de nieve caida en el ultimo récord del mes?

Aclaracion: el mes de julio tiene 31 dias.

Solucién: a) Sea X la cantidad de récord que se registran en el mes de julio. Queremos calcular
E(X). Para eso, escribamos
31
X=> X
k=1

, donde X vale 1 si el dia k es un récord y 0 si no.

Por linealidad de la esperanza, basta calcular E(X}) para cada k. Notemos que, al ser Bernoulli,
E(X})) = P(el dia k es un récord). Por lo tanto, calculemos esa probabilidad.

Sabemos que P(el dia 1 es un récord) = 1. Ahora calculemos P(el dia 2 es un récord):

Para eso, definamos U; como la cantidad de nieve caida en el dia j, j = 1,...,31 y sabemos que
son independientes. Por lo tanto, P(el dia 2 es un récord) = P(U; < Uy).

Recordemos que la densidad de Uj es fu,(z) = 501[0,50](:1:) para todo j, y que al ser independientes,
la densidad conjunta sera fy, v, (:c y) = 501[0 500 ( )%1[0750] (y) = 5021[0 50 (%) 110,50 (V).
Luego, P(U; < Uy) = P((U,,Us) € B) con B = {(z,y) € R? : x < y}, y dicha probabilidad es

igual a
+oo +oo 1 50 50 1
/ / 502 el 50] )1[0 50]( )dydx = / / 502 —dydx = 3

Entonces P(el dfa 2 es un récord) = 3.

En general, P(el dia k es un récord) = P(Uy < Uy, Us < Uy, ..., Up_1 < Ug) = P((Uy, ...,Ux) € B)
con B = {(x1,...,71) € R*: 2; < ,Vi}, y dicha probabilidad es igual a

+o00o Tk U |
/ / o e / Wl[O,SO] (xl) P 1[0’50} (Ik)dﬂfl . e dl’k—ldxk: =
50 T T 1
.. ——dx - dr._d =
/0 /0 /0 50k X1 Tp—10T}

31 31
:E(ZXk> ZEXk :Z%
k=1 k=1 k=1

e

Por lo tanto,

b) Notemos que el tltimo récord serd el méximo de las Uy. Por lo tanto, queremos calcular
E(max Uy). Para eso, calculemos la distribucién del méximo.
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Funixu, (t) = P(max Uy < 1) = P(U; <t,...,Us < ) 2 (P(U; < )3 = (L) 610 <t <50 (vale 0
sit <0y valelsi50<t). Porlo tanto la densidad serd fuaxu, (£) = Fuaxv, () = zo5rt* 10,50 (1)

Luego,

tee 31 50 31 31 502 31
E(maxUy) = — 391 dx = 31 —— = 50~ 48,4375
(méscU) /_OO Tagu® Hoso (r)dr /0 500 T 500 32 T 32

. Sea (X, )nen una sucesién de variables aleatorias independientes tales que P(X; = 0) = 1 y para

1 1 1
P(Xy=k)=-—", P(Xp=-k)l=-—— P(X=0)=1———
(X =) 2%k log(k)’ (X ) 2%k log(k)’ (X =0) klog(k)’
Sea Sn = ZZ:l Xk

a) Probar que 2= % 0.
n

b) Sea Ay = {|Xx| > £}. Probar que
P (ﬂ U Ak> =1
n=1k=n
¢) Probar que P(22 — 0) = 0.

Solucién: a) Sea ¢ > 0. Queremos probar que IP)(‘SH—"| > ¢) — 0. Acotemos con Tchebychev vy,

para eso, calculemos E(22) y Var(22), notando que E(X;) = 0 = Var(X;):

n n? n?
k=2
Ademas,
1 1
E(X,) =k —k =0
(Xi) 2klog(k)  2klog(k)

1k
klog(k)  log(k)

Var(X;) = E(X7?) — 0> = E(X}) = k*

)
v < >_nzzlog 10g1)

donde la dltima desigualdad vale porque la funcién z /log(z) es creciente para z > e, cada sumando
es menor igual que n/log(n).

Por lo tanto,

Var(T") 1

g2 — log(n)e2 — 0

n

Luego, por Tchebychev, ]P(‘S;L—"| >¢e) <
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b) Primero notemos que los eventos Ay son independientes ya que dependen de las X}, lo son.

Luego, podemos usar Borel Cantelli 2 y, si probamos que » P(A;) = 400, tendremos lo que
queremos.

Notemos que P(A;) = ﬁg(k) y por lo tanto > P(Ag) = > ﬁg(k).

1

zlog(x) dx

Una forma de ver que esa serie diverge es usar el criterio de la integral y probar que [
diverge.

¢) Observemos que por el inciso anterior, vale que |X,,/n| > 1 infinitas veces con probabilidad 1.
En particular, se deduce que P(X,/n — 0) = 0 ya que siw € Q es tal que | X,(w)/n| > 3 infinitas
veces entonces X, (w) - 0.

Por 1ltimo, afirmamos que si para un w € ) vale que S,(w)/n — 0 entonces necesariamente
X,n(w)/n — 0. Esto va a implicar que P(S,/n — 0) < P(X,/n — 0) = 0. Para probar la
afirmacion, observemos que si S, (w)/n — 0 entonces:

Xp(w)  Sp(w) = Sp-1(w)  Sp(w) ~n—1 Sn—1(w)

n n n n n—1

Otra solucion: Notemos que el item b) sigue valiendo ain sin médulo (la serie quedaria > P(Ay) =
> m que también diverge). Eso quiere decir que para cada w € € existen infinitos n para
los cuales X,,/n > 1/2, es decir X,, = n. Fijemos un w € 2 y consideremos esos subindices que
dijimos. Para esos n,

Sn Snfl o Snfl + Xn_ Snfl o Snfl + n_ Snfl

—1)Sp—1 — NS, S
_ _ :1+(n )Sn-1—n N N
n n-—1 n n—1 n n—1 n(n—1) n(n—1)

donde en la ultima desigualdad se us6 que S, ;1 = X;+...4+ X, 1 <1+..+(n—1)=n(n—-1)/2.
Luego, eso dice que para todo w € 0, S,,/n no converge. Por lo tanto P(S,,/n — 0) = 0.
. Sea (X,)neny una sucesién de variables aleatorias iid con media ux # 0, varianza 0%, y sea

(Y, )nen una sucesion de variables aleatorias iid con media uy, varianza 0%, tal que Y, X son
independientes para cualquier eleccion de j, k.

Y,
a) Hallar el limite en distribucién de Z,, = /n <: — N—Y)
X 125¢
. .y . X_n —MUx \ D
b) Si g es una funcién continua tal que g(uy) = ox, probar que W,, = \/n T = 7~
g\In

N(0,1)

Solucién: a) Escribamos a Z,, de otra forma, para poder usar los teoremas que conocemos.

Y, MY) 1 - -
Vvn ( X )Xo Vi (Yapx fty)

Ahora observemos lo siguiente: definiendo W,, = Y,,ux — X, i1y, tenemos que W, = Vnu X —Yn,uy.

Ademds, E(W,) = E(Y,)ux — E(X,))uy = pypx — pxpy = 0y Var(W,) = oy pik + oxpi
(aqui usamos la independencia).

Luego:
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— 1 1
» Por LGN, X,, & ux vy, por Slutzky, —— % —
nHX Hx

= Por TCL, /W, 2 N (0,02 % + 0% u2)

Por lo tanto, por Slutzky de nuevo,

1 2 ,,2 2,2
ang‘EJVU%0§M§-+U§M§)NJVU%UYMX_ZUXMY)
125 Kx

b) Observemos que por LGN, Y, % ,uy y, al ser g continua, g(Y,) = g(,uy) = 0x. Ademas, por el
TCL sabemos que v/n (X, pX) — N(0,0%). Luego, por Slutzky, W, LN EN(O’ 0%) ~ N(0,1)

. Martin tiene una gata color gris de 2 anos. Su vecino Maxi, también tiene una gata gris pero de
1,5 anos. Un dia Martin llega a su casa y se encuentra con las dos gatas adentro. Para decidir cual
es la suya lo que hace es observar a una gata y contar la cantidad de minutos que pasan hasta
que maulla por primera vez.

Sea Y la edad de la gata observada, donde P(Y = 2) = 3 y P(Y = 1,5) = 2 y supongamos que

la cantidad de minutos X que pasan hasta que maulla la gata, dado que Y = y, es una variable

aleatoria exponencial de parametro 2#
y—1

a) Hallar la densidad de X y calcular P(X < 2).
b) Hallar E(X | Y), E(X) y Var(X).

¢) Calcular la probabilidad de que Martin haya observado a su gata y haya tenido que esperar
al menos 2 minutos.

Solucién: a) Sabemos que X | Y =y ~ exp(2y o), es decir Fxjy—,(t) =1 — ¢~ 71, Por lo tanto,

Fx(t) = P(X <t X<t|Y=2PY =2)+PX <t|Y =15PY = 1,5) =
(1-— e_%)% +(1—e é) Entonces la densidad de X sera

probatotal
P(

fx(t) = Fx(t) =

sit >0y 0 sino.

Por lo que calculamos antes, P(X < 2) = P(X < 2) = Fx(2) = (1 — e‘g)% + (1 - e_%)g =
l—e 5 —¢!

b) Como X | Y =y ~ exp(%%l), E(X | Y = y) = 2y — 1. Por lo tanto, por el principio de
sustitucién, E(X | Y) =2Y — 1.

Para calcular E(X), recordemos que E(X) = E(E(X | YV)) 2 E(2Y — 1) tineglidad 2E(Y) —

Ahora calculemos E(Y) que al Ser discreta, la podemos calcular como E(Y) =2-3+1,5-2 =
Finalmente, E(X)=2-2 - 1=

Para calcular Var(X), usaremos la férmula Var(X) = Var(E(X | Y)) + E(Var(X | Y)) (ej 5 de la
practica 10)

Por lo anterior, Var(E(X | Y)) = Var(2Y — 1) = 4Var(Y) y E(Var(X | YV)) = E((2Y — 1)?) =
AE(Y?) — 4E(Y) + 1.

%7& esperanza de Y ya la calculamos, y E(Y?) = 22 . £ 4 (1,5)?2 = 2. Por lo tanto Var(Y) =
v -G =%
Finalmente, Var(X) =4-; +44 —43 41 =24+ 12 - %0 41 =3

wlot H
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c¢) Queremos calcular P(Y = 2, X > 2). Pasando al condicional, P(Y =2, X > 2) = P(X > 2|
Y = 2)P(Y = 2). Ahora, notando que P(X >2|Y =2)+ IF’(X <2]|Y =2) =1, tenemos que
%

P(Y=2X>2)=(1-P(X <2|YV=2)P(Y=2)=(1—-(1-e35)=¢

3
. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién con densidad

T _ 22
fo(x) = 56 26 1[0,+oo)<x)

a) Hallar el estimador de méxima verosimilitud de 6.
b) Decidir si el estimador hallado es insesgado o asintéticamente insesgado.

c¢) Decidir si el estimador hallado es consistente.

Solucién: a) La funcién de verosimilitud sera

T Z 1(1
L(Ql’lw--, er Ik Hk ! k Bl H1[0+oo l‘k)

k=1

Al ser L(0 zy,...,x,) una funcién no negativa, y al ser log una funcién creciente, maximizar
L(6 x4, ...,z,) es equivalente a maximizar

9(0) = log(L(0 1, ... 2n)) = (Z xy) —nlog(d) — M

20
Calculemos S (a?
—n _1\ Tk
0g(0) = — + =h=1"87
90) =5+ =5
Igualando a cero y despejando, obtenemos el estimador 0 = —2222175%)2.

Para verificar que es un maximo, basta calcular la derivada segunda y chequear que sea negativa
en dicho valor.

b) Tenemos que chequear si E(é) = 6. Para eso, por la linealidad de la esperanza, debemos hallar
E(X?). Hay dos formas de hacerlo: una, haciendo la cuenta, teniendo en cuenta que X? es una
funcién de X}, (y por lo tanto su esperanza serd integrar a2 f(z)).

Otra forma es la siguiente: probaremos que X7 ~ exp(zl—e), y por lo tanto E(X?) = 2. Veamos eso:
z2

integrando la densidad dada, Fx(z) =1 —e 2 y por lo tanto Fyz(z) = P(X} < x) = P(X; <

VZ) —P(X) < —1) = Fx(y/Z) — Fx(—y/x) =1 —¢"20 —0 =1 — 727, que es la acumulada de

1
una exponencial de pardmetro ;.

Por lo tanto, E(§) = Z:’“%n(’“) = 2% — ¢ y el estimador resulta insesgado.

¢) Tenemos que chequear si 6L 0. Apelando a la LGN (pues probamos que X7 es una exponencial

y por lo tanto tiene varianza finita), sabemos que M 2 E(X?) = 26. Luego, como al

multiplicar por constantes la convergencia en probabilidad se mantiene (por ejemplo por Slutzky),

§— 15ie (X0

2 % JE(X2) = 0, y el estimador resulta consistente.




