Polinomios positivos y sumas de cuadrados

ler cuatrimestre de 2017 - Lista de ejercicios

. El polinomio de Choi-Lam es el polinomio
f(z,y,2) = 22 + 2222 + 9?22 —dayz + 1 € Rlz, y, 2].
Probar que es no negativo en R3 pero no es una suma de cuadrados en R[z,y, 2].
. Para a = (ag,...,ap) € R4, sea f,(z) € R[z] el polinomio f,(x) = Z?:o a;z'. Sea
Cirq = {a € R™ | f,(x) > 0 para todo = € R}.

Sea b € Cy 4\ {0}. Probar que b pertenece a un rayo extremo de C; 4 si y sélo si todas las
raices de f; son reales.

(a) Probar que R(x) = {5 | .9 € R[z], g # 0} es un cuerpo real.
(b) Sea r € R. Probar que z —r y 7 — x no son sumas de cuadrados en R(z).
(c) Hallar todos los 6rdenes posibles para R(zx).

. Para cada b € R, hallar la cantidad de raices reales en el intervalo (0,1) del polinomio
f(x) = 2* + bz + 1, contadas sin multiplicidad.

. Sean f, 91,92 € R[z] con f # 0. En cada uno de los siguientes casos, hallar la cantidad de
elementos en el conjunto

{z eR| f(z) =0, g1(2)e10, g2(x)e20}
para cada £ = (g1,£2) € {<,=,>}%

(f) 9192) - O TQ(f) glg ) 21 TQ(fa g%) = 57 TQ(f7 glg%) = _27
TQ(f 9192) 4.

(b) TQ(f,1) =6,  TQ(f.g1) =4, TQ(f,q7) =4, TQ(f g2) = -1,
(f> 9192) - 0 TQ(fa 92) = 5 TQ(fv 9192) =4.

- Sean fi,..., figy 91y -y Gmas Py oy Bmg, D € Rz, ..., 21|, M el monoide multiplicativo
generado por fi,..., fm,, C el cono generado por gi,...,gm, € I el ideal generado por
Ri,...,hms. Sean S1,8 € M2 Ny,Ny € C, Z1,Z5 € I, e € Ng y q € Rzq,...,x1] tales
que

Sip* + N1+ 2721 =0 y So + Na + Za +qp = 0.

(a) Probar que existen S € M2 N € Cy Z € T tales que
S+N+Z=0.
(b) Hallar tales S, N y Z en funcién de Sy, Se, N1, No, Z1, Za,e y q.

. Decidir si los ideales I} = (22 + y?) e I, = (23 + y?) de R[z, y] son ideales reales.



8. (a) Probar que para todo n € N existen polinomios p,, ¢, € R[z] que son sumas de
cuadrados en R[z] y tales que

1
1+E—x2:pn+qn(l—x2)3.

(b) Sean (pn)nen, (¢n)nen C R[z] sucesiones formadas por sumas de cuadrados en R[x]
tales que para cada n € N se verifica la igualdad del item anterior. Probar que

lim grado(p,) = lim grado(gy,) = oc.

9. (a) Sea I C R un intervalo abierto y sean fi,..., f, : I — R funciones C*. Para k € Ny,

probar que
- (k) k! - S
<1:Ilfz) = Z kl!---kn![[lfi(k)7

(K1 yeeoskin ) END

donde el superindice entre paréntesis indica orden de derivacién.
(b) Para a € Ry k € Ny, se define

<a> a-(a—1)-(a—(k—1))

k)~ k!

(notar quesi f : (—1,1) = R, f(z) = (1+)'/", entonces para k € Ny, f“:!(o) = (12”))
Para n € N, probar que

=3 (1) e ri@)

keNy
es una raiz de p(z,y) = y" — z — 22 € R{(z))[y].
10. Sean>1y

p(a,y) =Y ai(z)y’ € Rz,y] C R{(x))[y]
=0
un polinomio tal que ap(z) # 0y an(z) = 1. Sea r(x) € R{(z)) una raiz de p. Probar que
r(z) # 0y ord(r) > 0.

11. Sean n,d € N.

(a) Sean s = (";d), t = (";?l) y sea %, ...,z una enumeracién de los monomios de
grado menor o igual a 2d en n variables de manera que en los primeros s términos se en-
cuentran los monomios de grado menor o igual a d. Sean f1,..., fi, f € Rlx1,...,x,]

con

s t
fi=> agax®paral <i<k y  f=) az®.
j=1 J=1
Si

A= (a;)eRF>* y  B=A"AeR>,

probar que f = ;o ff siysolosiparal <j <t

a = E Bj,js-

1<51,52<s
Qjy TGy =0y

(b) Sea f € S R[z1,...,z,)? de grado 2d. Probar que £(f) < (”;rd).



