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Prélogo

Introduccion

La Universidad de Cadiz es pionera en Espafia en la btisqueda de soluciones de
conocimiento abierto, consciente de que es la forma mads eficiente de lograr sus objetivos
institucionales relacionados con la docencia y la investigacién. En concreto, el Punto
1 del Articulo 2 de sus Estatutos, que describe los fines esenciales de la institucion,
establece como objetivo fundamental: “La creacién, desarrollo, transmisién y critica de
la ciencia, la técnica y la cultura y su integracion en el patrimonio intelectual heredado”.
Mientras que en el Punto 6 del mismo articulo dice: “Acoger, defender y promover los
valores sociales e individuales que le son propios, tales como la libertad, el pluralismo,
el respeto de las ideas y el espiritu critico, asi como la busqueda de la verdad”.

La creacién de la Oficina de Software Libre (OSLUCA) el 15 de marzo de 2004, la
aprobacién de la Normativa para el intercambio de informacién institucional el 27 de
septiembre de 2004 y la utilizacién de herramientas de formato abierto en las aplicacio-
nes de comunicacion y gestién de la Universidad, son actuaciones que ponen de mani-
tiesto el decidido apoyo del Equipo de Gobierno de la UCA a las soluciones basadas en
formatos abiertos.

Desde un plano mucho mas modesto, bajo el auspicio del Vicerrectorado de Tecno-
logias de la Informacién e Innovaciéon Docente y a través de la Oficina de Software
Libre de la Universidad de Cadiz (OSLUCA), nace el Proyecto R UCA. Dicho pro-
yecto, cuyas lineas principales de actuaciéon pueden consultarse en la pagina web del
proyecto http://knuth.uca.es/R, contempla, entre otras acciones, la elaboracién de
material para la docencia y la investigacion, siendo en el primero de estos aspectos, el
docente, en el que se enmarca este manual.

En la misma linea que nuestros 6rganos de gobierno, pensamos que una institu-
cién como la Universidad debe preocuparse por proveer a sus miembros de las mejores
herramientas para desarrollar su tarea, en aras de la mejora global del conocimiento.
Pero la creacién de conocimiento se verd muy mermada si se emplean soluciones tec-
nolégicas que se ofrecen como cajas negras, es decir que no pueden ser analizadas ni
modificadas, y que ademds limita fuertemente el uso que se haga de los resultados que
se consigan a partir de ellas.

El uso de software propietario en dreas como la Estadistica, donde existen alterna-
tivas con igual o mejor calidad con licencia libre, no sélo tiene consecuencias negativas
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desde un punto de vista econémico, sino que supone un auténtico “harakiri” intelec-
tual, porque limita el ejercicio de uno de los aspectos que mejor caracterizan a nuestra
institucién: su espiritu analitico y critico, £cémo se va a fomentar ese espiritu con el
uso de herramientas absolutamente herméticas?, y si alguien consiguiera descifrarlas y
manipularlas se convertiria formalmente en un delincuente.

Centrandonos en los aspectos intrinsecos de la cuestion, cuando nos planteamos con-
feccionar este manual, tuvimos claro que no queriamos ensefiar a manejar un programa,
sino a hacer anélisis estadisticos con el apoyo de una herramienta que facilitara el calcu-
lo y la aplicacién de los procedimientos. De ahi el nombre del libro: “Estadistica basica
con Ry Remdr”.

La decision de elegir R fue facil, ningtin otro programa en la actualidad retine las
condiciones de madurez, cantidad de recursos y manejabilidad que posee R, ademas
de ser el que tiene una mayor implantacion en la comunidad cientifica. El incorporar
la interfaz grafica de usuario (GUI) Remdr pretende, en primera instancia, facilitar el
manejo de R y, en segundo lugar, servir como generador de instrucciones R. Es posible
que muchos de nuestros alumnos no necesiten otro nivel de uso que el que proporciona
Remdyr, pero unos pocos y la mayoria del personal investigador, una vez superado el
respeto inicial a la herramienta, se decantaran por manejarse directamente con la con-
sola de R, creando y editando instrucciones con una evidente economia de recursos vy,
lo que es mas importante, con un control total sobre los procedimientos que en cada
momento se van a aplicar.

Respecto a los contenidos, el libro pretende abarcar las necesidades practicas de un
programa bdésico de estadistica, y asi, salvo el primer capitulo, donde se presenta de
forma muy sucinta el software, el resto estd dedicado a los tépicos habituales de un
curso introductorio: Andlisis Exploratorio en una y dos Dimensiones, Distribuciones de
Probabilidad, Inferencia Paramétrica y no Paramétrica y Anadlisis de la Varianza de un
Factor. El esquema de presentacion de los temas incluye una breve descripcion de los
conceptos, la resolucién de una serie de ejemplos con la ayuda de R y la propuesta de
ejercicios para evaluar los conocimientos adquiridos.

Al objeto de facilitar el uso del software, los primeros capitulos estdn soportados
bésicamente sobre la interfaz Remdr. A partir del capitulo 5 aumenta el uso de funciones
construidas directamente en el indicador de mandatos, en parte por necesidad y en
parte por motivos estratégicos, puesto que para entonces consideramos que nuestros
alumnos estan bien familiarizados con la sintaxis de las funciones de R.

Esperamos que este manual sea de utilidad y, en cualquier caso y con mds motivos,
dado que se trata de la primera versién, ponemos nuestro trabajo a disposicioén de la
comunidad cientifica para que se hagan las mejoras, ampliaciones y adaptaciones que
se deseen.

Los autores,



Historico

Este libro surge como material de apoyo a un curso de estadistica basica con R. La
génesis esta en la creacion del proyecto R UCA en mayo del 2007 y su primera version
ve la luz en enero de ese mismo afio. Los autores en orden alfabético inverso son Antonio
Sdnchez Navas, Sonia Pérez Plaza, Manuel Mufioz Mdrquez, Maria Auxiliadora Lépez Sdnchez,
Fernando Ferndndez Palacin 'y Antonio Jesiis Arriaza Gémez.

Una version electronica de este documento se encuentra en:

http://knuth.uca.es/ebrcmdr



Capitulo 1

Comenzando con R

1.1. Introduccién

El que un libro que pretende incidir sobre los aspectos practicos de la Estadistica,
comience con un capitulo dedicado al software, no deberia sorprender, aun cuando en
el Prélogo se haya dejado claro que no es un objetivo fundamental ensefiar a manejar
un programa informatico. De hecho, este manual seguiria teniendo utilidad aun cuan-
do se usara otra interfaz gréfica distinta a la que se propone o, incluso, otro software;
bastaria en ese caso con acomodar los mentis y/o la sintaxis. No obstante, el que existan
varias soluciones informaticas, no quiere decir que optar por una de ellas no tenga un
interés determinante y, por tanto, deben emplearse para su eleccion criterios objetivos
de eficiencia, no solo de caracter estadistico, sino que atiendan también a su facilidad
de uso.

Para la eleccién de R se han evaluado pues distintos aspectos, siendo especialmente
destacables sus bondades en lo que se refiere a calidad, a la cantidad de técnicas y fun-
ciones implementadas, a que es libre y a la gran comunidad cientifica que lo usa como
estdndar para el andlisis de datos. Dicha comunidad ha desarrollado y desarrolla herra-
mientas integradas en paquetes—en la actualidad més de 800, que dan solucién a una
gran variedad de problemas estadisticos.

R es un lenguaje de programacion y un entorno para analisis estadistico y la realiza-
cién de graficos. Debido a su naturaleza es facilmente adaptable a una gran variedad de
tareas. Fue inicialmente escrito por Robert Gentleman y Ross Ihaka del Departamento de
Estadistica de la Universidad de Auckland en Nueva Zelanda. R actualmente es el resulta-
do de un esfuerzo de colaboracién de personas del todo el mundo. Desde mediados de
1997 se formo lo que se conoce como ntcleo de desarrollo de R, que actualmente es el
que tiene la posibilidad de modificaciéon directa del c6digo fuente. Por otra parte, R es
un proyecto GNU similar a S, desarrollado éste por los Laboratorios Bell. Las diferencias
entre R y S son importantes, pero la mayoria del cédigo escrito para S corre bajo R sin
modificaciones.

R abarca una amplia gama de técnicas estadisticas que van desde los modelos li-
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neales a las mds modernas técnicas de clasificacién pasando por los test clasicos y el
andlisis de series temporales. Proporciona una amplia gama de gréaficos que ademas
son facilmente adaptables y extensibles. La calidad de los graficos producidos y la posi-
bilidad de incluir en ellos simbolos y férmulas matematicas, posibilitan su inclusién en
publicaciones que suelen requerir graficos de alta calidad.

El c6digo de R esta disponible como software libre bajo las condiciones de la licencia
GNU-GPL. Ademas estd disponible precompilado para una multitud de plataformas.
La pagina principal del proyecto es http://www.r-project.org.

Una diferencia importante entre R, y también S, con el resto del software estadistico
es el uso del objeto como entidad bésica. Cualquier expresién evaluada por R tiene co-
mo resultado un objeto. Cada objeto pertenece a una clase, de forma que las funciones
pueden tener comportamientos diferentes en funcién de la clase a la que pertenece su
objeto argumento. Por ejemplo, el resultado de la funcién print evaluada sobre un vec-
tor da como resultado la impresiéon de todos los elementos del vector mientras que la
misma funcién evaluada sobre una funcién muestra informacién sobre ella. De la mis-
ma manera, la funcién plot no se comporta igual cuando su argumento es un vector
que cuando es un fichero de datos o una funcién.

A continuacién se dan unas breves instrucciones que permitirdn comenzar a usar
R y su interfaz grafica R-Commander, que se denotard abreviadamente como Remdr.
Instrucciones més detalladas y actualizadas pueden encontrarse en http://knuth.uca.
es/R en la secciéon R Wiki. Por dltimo, existen multitud de documentos que ilustran
sobre el manejo de R, algunos de ellos pueden descargarse desde http://knuth.uca.
es/R en la seccién Documentacién. Los autores de este manual han redactado un somero
documento técnico sobre el uso de R, a cuyo repositorio puede accederse en la direccion
http://knuth.uca.es/R-basico.

1.2. Instalacion de R y R-Commander

1.2.1. Instalacion en GNU/Linux

Para la instalacién, distribuciones derivadas de debian (Ubuntu, Guadalinex,...), en
una consola se introduce en una sola linea:
sudo apt-get install r-base-html r-cran-rcmdr r-cran-rodbc
r-doc-html r-recommended

Otra opcién es utilizar el gestor de paquetes de la propia distribucion e instalar los
paquetes r-base-html, r-cran-rcmdr, r-cran-rodbc, r-doc-html y r-recommended.

1.2.2. Instalacion en Windows

La descarga de R en el equipo se efectua desde:
http://cran.es.r-project.org/bin/windows/base/release.htm



Luego se procede con la ejecucion, siguiendo las instrucciones. Para la instalacion
de Remdr, se arranca R desde Inicio—Todos los programas— R. A continuacion,
Paquetes—Instalar Paquete(s) y elegido el mirror desde el cual se quiere instalar
el paquete, por ejemplo Spain (Madrid), se selecciona Remdr.

R-Nota 1.1

Harén falta mds paquetes para la instalacion completa de Rcemdr, pero se instalardn
automdticamente la primera vez que se ejecute.

1.3. Ejecucion de Remdr

En ambos sistemas operativos, la carga de la libreria se efectuard mediante la ins-
truccion library("Rcmdr").

R—-Nota 1.2

Si se cierra Remdr (sin cerrar R), para volver a cargarlo se debe ejecutar la instruccion
Commander ().







Capitulo 2

Analisis Exploratorio de Datos
Unidimensional

En este m6dulo, a través de una serie de medidas, gréficos y modelos descriptivos, se
caracterizard a un conjunto de individuos, intentando descubrir regularidades y singu-
laridades de los mismos y, si procede, comparar los resultados con los de otros grupos,
patrones o con estudios previos. Se podria considerar que este estudio es una primera
entrega de un estudio mas completo o, por contra, tener un caracter finalista; en cual-
quier caso, se trata de un analisis calificable como de exploratorio, y de ahi el nombre del
capitulo.

Las conclusiones obtenidas serdn aplicables exclusivamente a los individuos consi-
derados explicitamente en el estudio, sin que puedan hacerse extrapolaciones con vali-
dez cientifica fuera de ese contexto. Los resultados del Analisis Exploratorio de Datos
(AED) si que podrian emplearse para establecer hipétesis sobre individuos no conside-
rados explicitamente en dicho anélisis, que deberian ser posteriormente contrastadas.

Formalmente, se podria definir el AED como un conjunto de técnicas estadisticas
cuya finalidad es conseguir un entendimiento bésico de los datos y de las relaciones
existentes entre las variables analizadas; aunque esta primera entrega se centrard en un
analisis de tipo unidimensional.

2.1. La organizacion de la informacién

Al conjunto de individuos fisicos considerados en un anélisis se le denominara Co-
lectivo o Poblacién, aunque también se utilizaran esos mismos términos para referirse
a la(s) caracteristica(s) de esos individuos que son objeto de estudio. De hecho, desde
un punto de vista estadistico, los individuos sélo interesan como portadores de rasgos
que son susceptibles de marcar diferencias entre ellos. La obtenciéon y materializacion
en formato analégico o digital de las caracteristicas consideradas constituird el conjunto
de datos que sera estadisticamente analizado.

Los datos constituyen pues la materia prima de la Estadistica, pudiéndose establecer
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distintas clasificaciones en funcién de la forma en que éstos vengan dados. Se obtienen
datos al realizar cualquier tipo de prueba, experimento, valoracién, medicion, observa-
cionm, ..., dependiendo de la naturaleza de los mismos y del método empleado para su
obtencién. Una vez obtenidos los datos por los procedimientos que se consideren perti-
nentes, pueden generarse nuevos datos mediante transformacién y/o combinacién de
las variables originales. Al conjunto de datos convenientemente organizados se le lla-
mara modelo de datos.

2.1.1. La matriz de datos

En una primera instancia se supondré que, sobre un conjunto de n individuos fisicos,
se obtienen una serie de k caracteres u observaciones de igual o distinta naturaleza. Es
importante tener en cuenta, ya desde este momento, que la calidad del anélisis que se
realice, va a depender de la habilidad que se tenga a la hora de seleccionar los caracteres
que se obtendrdn del conjunto de individuos seleccionados.

Los datos obtenidos se organizaran en una matriz n x k, donde cada fila representa
a un individuo o registro y las columnas a las caracteristicas observadas. Las columnas
tendran naturaleza homogénea, pudiendo tratarse de caracteres nominales, dicotémicos
o politémicos, presencias—ausencias, ordenaciones, conteos, escalas de intervalo, razo-
nes,...; también se podrian tener variables compuestas como ratios, densidades,...En
ocasiones se afiade una columna que se suele colocar en primer lugar y que asigna un
nombre a cada individuo; dicha columna recibe el nombre de variable etiqueta.

Fisicamente, la estructura de una matriz
de datos se corresponde con el esquema de

Il Editor de datos E\E\E\
-~

| eeiebeneth Sepal.Tiarh fetal.Length Feral fuith Pz ies una base de datos o una hoja de cédlculo. Al
£ s i LA 22 === jgual que pasa con los editores de los progra-
2 e L L = —_— mas de tratamiento de datos, las dos dimen-
G = L 0.2 siones de una pantalla se acomodan perfec-
5 |5 5.1 s 0.z tamente al tanden individuo—variable. Si se
9 [4.4 2.9 1.4 0.2 setosa

o 3.9 > L3 0.1 consideran los individuos identificados por
11 |5.4 3.7 1.5 0.2 setosa

1 |25 5 s 0.z los términos Iy, I, ..., I, y los caracteres por
13 |4.58 3 1.4 0.1 SELOSA .

TREE 5 11 B! C1,Cy, ..., Cy, la casilla x;; representa el com-
15 [5.3 4 1.2 0.z setosa . . ..

1o [ o ns s portamiento del individuo I; respecto al ca-

racter C;. En la figura se muestra la matriz de
datos del fichero Iris del paquete datasets
de R.

R se refiere a este tipo de estructura de datos como data.frame. Este es el formato que
requiere el programa para aplicar la mayoria de los procedimientos estadisticos.

Anomalias de la matriz de datos

Hay veces en que por distintos motivos la matriz de datos presenta casillas vacias,
ello se debe a que no se ha podido medir un dato o a que se ha perdido la observacién.
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Figura 2.1: Esquema de cantidad de informacién

En otras ocasiones un dato presente en la matriz ha sido depurado por presentar algin
tipo de anomalia, como haber sido mal medido, mal transcrito a la matriz de datos, per-
tenecer a un colectivo distinto del que se esta analizando, etc. . . La identificacién de estos
elementos anémalos se realiza mediante un proceso de deteccién de inconsistencias o
de evaluacion de valores extremos, muy grandes o muy pequefios, que determinard si
razonablemente pueden pertenecer al colectivo bajo estudio. A veces se sustituye el va-
lor depurado de un individuo por uno que sea congruente con el resto de caracteres del
mismo, mediante técnicas que se conocen como de imputacion. Los huecos que defini-
tivamente queden en la matriz se referirdn como valores omitidos o, mds comunmente,
como valores missing. En R estos valores se representan con NA (Not Available). En fun-
cién del tipo de andlisis que se esté realizando, el procedimiento desestimara sélo el
dato o todo el registro completo.

En este médulo se analizaran —salvo excepciones que se indicaran con antelacion—
de forma independiente cada uno de los caracteres de la matriz de datos, de forma que
cada cardcter describird parcialmente al conjunto de individuos. La integracién de todos
los anélisis deberd dar una cierta visién general de la poblacién. En cualquier caso,
este enfoque estd muy lejos de ser eficiente, entre otras cosas porque habitualmente
las variables individuales comparten informacién y dicha redundancia distorsionaria
las conclusiones del estudio, siendo en general preferible decantarse por un anélisis
global en vez del secuencial. Por tanto, la pretensiéon de este capitulo es tratar algunos
conceptos bésicos y adquirir destreza en el manejo de medidas estadisticas que seran
empleadas masivamente cuando se aborden, mds adelante, modelos més sofisticados.

2.2. Naturaleza de los caracteres: Atributos y Variables

Respecto a la cantidad de informacién que porta cada tipo de carécter, se puede consi-
derar que los caracteres nominales son los mds “pobres”, puesto que ni siquiera poseen
orden, mientras que los mds ricos serian las escalas de intervalos y las razones, que
tienen orden, son cuantitativas y en el caso de las razones el cero lo es en términos abso-
lutos, es decir, el 0 representa la ausencia de la caracteristica. En posiciones intermedias
se situarian el resto en el orden en que se han introducido en la figura 2.1.



Ejemplo 2.1

El caso mds evidente para apreciar las diferencias entre las escalas de intervalo y las ra-
zones o escalas de cociente, lo ofrece el termoémetro. Un termémetro genera una variable
de escala de intervalo, porque la diferencia real entre 2 y 3 grados es la misma que entre
40 y 41 grados, pero no se puede decir que cuando el termémetro marca 30 grados hace
el doble de calor que cuando marca 15.

Por otra parte, muchas magnitudes fisicas, como el peso, la longitud o la intensi-
dad de corriente, son razones porque, por ejemplo en el caso del peso, un objeto de 20
kilogramos pesa el doble que otro de 10 kilogramos. Es decir existe el cero absoluto.

Como ya se ha comentado, la naturaleza del cardcter condicionard su tratamiento,
aunque en ningtn caso hay que confundir la cantidad de informacién que porta con su
valor intrinseco para analizar a los individuos del colectivo.

En una primera instancia, se distinguird entre los caracteres que no estdn ordenados
y los que si lo estdn, los primeros jugardn en general un rol de atributos mientras que
los segundos habitualmente actuardn como variables. Los atributos tendran la misiéon de
establecer clases, dividiendo el colectivo global en subgrupos o categorias; por su parte,
las variables caracterizaran a dichos subgrupos e intentardn establecer diferencias entre
unos y otros, para lo que necesariamente se debe considerar algun tipo de métrica. Pero
ello es una regla general que tiene muchas excepciones y asi, en ocasiones, un cardcter
llamado a adoptar el papel de variable podria, mediante una operacién de punto de
corte, actuar como atributo, mientras que es factible definir una medida de asociaciéon
sobre caracteres intrinsecamente de clase que permita caracterizar a los individuos del
colectivo en base a una serie de atributos.

Ejemplo 2.2

Es habitual que la edad, que es intrinsecamente una variable -medida en un soporte
temporal- se emplee para dividir la poblacién en clases dando cortes en el intervalo
de tiempo, obteniéndose por ejemplo grupos de alevines, adultos y maduros de una
comunidad de peces y adoptando por tanto la variable un rol de atributo.

En el extremo opuesto, hay investigaciones médicas que relacionan el tipo de pato-
logia con el sexo del paciente y con el desenlace de la enfermedad, caracteres todos ellos
intrinsecamente atributos.

Las variables pueden clasificarse segtin su conjunto soporte. El soporte de una va-
riable es el conjunto de todos los posibles valores que toma. Cuando el conjunto soporte
es finito o numerable se habla de variable discreta. Por el contrario, cuando el conjunto
soporte es no numerable, se habla de variable continua. Si la variable continua no toma
valores en puntos aislados se dice absolutamente continua. Esta diferencia tendra rele-
vancia cuando se planteen, mds adelante, estructuras de probabilidad para modelizar
la poblacién bajo estudio.
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Carrecto I Cancelar | Ayuda |

Figura 2.2: Ventana de seleccion de datos en paquetes adjuntos

Ejemplo 2.3

El nimero de lunares en la piel de pacientes aquejados de una cierta patologia, el nii-
mero de hijos de las familias de una comunidad o el nimero de meteoritos que surcan
una cierta region estelar en periodos de tiempo determinados son variables discretas. La
distancia por carretera entre las capitales de provincia peninsulares espafolas, el tiem-
po de reaccion de los corredores de una carrera de 100 metros o las longitudes de los
cabellos de una persona son variables continuas.

Una vez identificadas, recolectadas y organizadas, las variables serdn tratadas esta-
disticamente combinando un anélisis numérico, a través de una serie de medidas esta-
disticas, con representaciones graficas. El software estadistico R ofrece una amplia ga-
ma de ambos elementos: numéricos y graficos, aunque conviene ser selectivos y tomar
aquellos que verdaderamente aportan informacién relevante. A tal efecto, se proponen
las siguientes opciones:

Escalade | Medidas Medidas de Representaciones
Medida centrales dispersién graficas
. Mod .
Atributo oca Diagrama de sectores
Porcentajes
. Medi R id .
Ordenacién eciana ecornao Diagrama de barras
Percentiles | Intercuartilico
Recuento Media Desviacién tipica | Diagramas de barras
Intervalo Media Desviacion tipica Histograma
) Media Coeficiente . istograma .
Razén o s Diagrama de dispersién
geométrica de variacién . .
Diagrama de cajas

Cuadro 2.1: Medidas y graficos segun tipo de variable

En dltima instancia corresponde al investigador el tomar las decisiones correctas en
cada momento, de forma que sin transgredir los principios basicos, den como resultado
un andlisis eficiente de los datos.
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Species

versicolor

Figura 2.3: Diagrama de sectores del fichero iris

2.3. Analisis de atributos

Los atributos son susceptibles de ser tratados de forma individual o en grupo, para
obtener los porcentajes de cada subgrupo en el colectivo global. De hecho, cada carédcter
o conjunto de ellos establece una particién o catdlogo de la poblacién bajo estudio. Por
otra parte, el tratamiento gréfico més usual que se le daria a un atributo individual seria
a través de un diagrama de sectores o diagrama de tarta.

Ejemplo 2.4

Se consideran ahora los datos del ejemplo iris del paquete datasets de R que se des-
cribe en el apéndice A. Se carga el fichero en Remdr mediante la seleccién de las opcio-
nes del mentd Datos—Datos en paquetes—Leer datos desde paquete adjunto...,
en el cuadro de didlogo se elige el paquete datasets y dentro de éste el juego de da-
tos iris,figura 2.2. Del conjunto de variables de la matriz se considera la denominada
Species, que es un atributo con los tres tipos de flores de Iris: Setosa, Virginica y
Versicolor.

Analisis numérico: Se selecciona Estadisticos—Restmenes—
Distribuciones de frecuencias... y en el cuadro de didlogo se elige el tnico
atributo, Species. Se observa que los 150 individuos se reparten a partes iguales entre
las tres variedades de flores, 50 para cada una, y que por tanto los porcentajes son
iguales a 33, 33. No tiene sentido hablar de moda, puesto que las tres clases lo son.

> .Table <- table(iris$Species)
> .Table # counts for Species

setosa versicolor virginica

50 50 50

> 100*.Table/sum(.Table) # percentages for Species
setosa versicolor virginica

33.33333 33.33333 33.33333
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Anilisis grdfico: A continuacién se selecciona el diagrama de sectores mediante
Graficas—Grafica de sectores...

Si el fichero de datos activo tiene mds de una variable de clase se permite seleccionar
la que se quiera. En este caso, la tinica variable elegible es Species, que el programa
da por detecto. Si se pulsa el botén Aceptar el programa dibuja el grafico de sectores
que se muestra en la figura 2.3. Como era de esperar, la tarta se divide en tres trozos
exactamente iguales.

2.4. Analisis de variables ordenadas

Las diferencias que se establecen entre variables de clase pura y ordenada se con-
cretan desde el punto de vista del anélisis numérico en que el grupo de medidas reco-
mendables son las de posicion, es decir los cuantiles en sus distintas versiones. Como
medidas de representacién, pensando que en general se dispondréd de pocas clases, se
recurrird a los cuartiles y como medida de dispersién al recorrido intercuartilico. En
cuanto al anélisis grafico, se recomienda el uso del diagrama de barras.

Este tipo de variables ordenadas suele venir dada en forma de tabla de frecuencias.
Por ello, en el ejemplo que ilustra el tratamiento de este tipo de variables, se comenzara
explicando como transformar una tabla de frecuencias en una matriz de datos, al objeto
de que puedan ser tratadas por R como un data.frame.

Ejemplo 2.5

Un caso de variable ordenada es la correspondiente a un estudio estadistico sobre el
nivel académico de la poblacion gaditana en el afio 2001 (Fuente: Instituto Estadistico
de Andalucia).

Los valores que toma la variable son: Sin estudios, Elementales (primaria), Medios
(secundaria, bachillerato y fp grado medio) y Superiores (fp superior, diplomatura,
licenciatura y doctorado).
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Los datos se recogen en la tabla:

NIVEL DE ESTUDIOS
SEXO | Sin estudios | Elementales | Medios | Superiores
Hombre 79309 107156 183488 70594
Mujer 108051 109591 174961 64858

Debido al gran ntimero de individuos que forman esta muestra puede ser titil al-
macenar la variable estudiada a partir de su tabla de frecuencias, transformandola en
base de datos en el momento de realizar los andlisis. El fichero en cuestion se ha guarda-
do bajo el nombre de tabla_freq_niv_estudios.dat, conteniendo tres variables: sexo,
nivel y frec. En total consta de 8 filas que se correponden con los cruces de las clases
sexo y nivel.

Para cargar en Remdr la tabla de frecuencias se selecciona

Datos— Importar datos desde archivo de
texto o portapapeles.. ., en este ejemplo se ha elegido el | reuerreiacrived icosfTaieed
nombre Tabla_frec para denominar al fichero que conten- | owmesomes
dra los datos de la tabla de frecuencias, como se muestra | &=
en la ventana de didlogo. A continuacion se elige el archivo |==  *
tabla_freq_niv_estudios.dat. s B

Ahora se tendrd que transformar esta tabla de frecuencias | = -
en un conjunto de datos, data.frame, con el queR pueda tra- |[m | o | s

bajar. Para conseguir esto se procede de la siguiente manera:

>nivel<-rep(Tabla_frec$nivel,Tabla_frec$frec)
>sexo<-rep(Tabla_frec$sexo,Tabla_frec$frec)
>niv_estudios_cadiz< —data.frame(nivel,sexo)

Es decir, se crean las variables nivel y sexo a partir de
la repeticion de cada una de las clases de las respectivas variables, tantas veces como
indique su frecuencia. A partir de ahi, se construye el data.frame niv_estudios_cadiz
con las dos variables creadas.

Este data. frame se encuentra entre los datos que se facilitan en este libro y se puede
cargar directamente sin realizar las operaciones anteriores. Para ello, basta con seleccio-
nar Datos—Importar datos—desde archivo de texto o portapapeles..., eligien-
do ahora el archivo niv_estudios_cadiz.dat.

Analisis numérico: En variables de tipo ordenado es aconsejable utilizar, como medi-
da de posicion, los cuartiles.

Para realizar este andli-
sis
la  variable nivel debe ser

. . L . “Yanables a recodificar [glige una o mas)
codificada numéricamen-
p

te. Se <creard una nueva va- | |sw
riable en la base de datos,
que se llamaré nivel_num y Muevo nombre o prefiio para variables moltiples recodificadas: |mivel_num

Canvertir cada nueva variable en factor [

Recodificar, Variables

Intraducir directrices de recodificacidn

"3in estudiostT=0
"Elementales"=1
"Medios"=2
"Superiorest=3

Aceptar | Catcelar Apuda




que representard los valo-
res numéricos de la varia-
ble nivel. Los valores Sin
estudios, Elementales, Medios
y Superiores han sido codi-
ficados  mediante los  valores
0 1, 2 vy 3  respectivamen-
te. En Rcmdr esto se reali-
zara seleccionando Datos—

Modificar variables de los datos activos—Recodificar variables...
marcando la pestafia Convertir cada nueva variable en factor.

13

, des-

Para realizar el andlisis numérico de la variable nivel_num se selecciona:
Estadisticos—Restimenes—Reslmenes numéricos. .., eligiendo en la ventana emer-
gente la variable nivel_num y marcando la opcion de cuantiles. Se puede observar entre

los cuartiles que la mediana recae sobre el valor 2.

> numSummary (Niv_estudios[,*niv_num’’], statistics=c(‘‘quantiles’’))
0% 257% 50 % 75% 100%
0 1 2 2 3




14

Desde Remdr existe otra forma de realizar el and-

lisis numérico de una variable ordenada. i o
. eordenar los niveles = @
Para ello, se reordenan los niveles de la va-

riable factor usando las opciones del ment | Miveles anfiguos v ol
Datos—Modificar variables del conjunto de Elementales X

. . tedios |3_
datos activo—Reordenar niveles de factor..., O |1—

. . N esiudios

almacenando la variable nivel como factor Supsriores 1

de tipo ordenado. A la nueva variable se le l***—l
ha llamado nivel_ord. A continuacién se al- —

macena ésta como variable de tipo numéri-
co, escribiéndo en la ventana de instrucciones:

‘ Datos$nivel_num< —as.numeric(Datos$nivel_ord) ‘

Cancelar |

siendo ya posible calcular los cuantiles, para la variable numérica Datos$nivel_num.

Como medida de dispersion se ha recomendado el recorrido intercuartilico relativo,
definido como el cociente entre la diferencia de los cuartiles tercero y primero, y la me-
diana. Remdr no proporciona directamente este estadistico, pero se puede implementar
facilmente en la ventana de instrucciones, mediante las 6rdenes siguientes:

>Q1<-quantile(niv_estudios_cadiz$nivel _num, 0.25)
>Q2<-quantile(niv_estudios_cadiz$nivel_num, 0.5)
>Q3<-quantile(niv_estudios_cadiz$nivel _num, 0.75)
>RIR<-as.numeric((Q3-Q1)/Q2)

>RIR

[1] 0.5

Andlisis grafico: Para realizar el andlisis grdtfico de la variable se utiliza el diagrama
de barras. En Remdr se selecciona: Graficas—Grafica de barras... y se elige en la
ventana de didlogo, la variable nivel_ord.

En R existe una gran variedad de opciones que ayudan a mejorar el aspecto de los
graficos. Se puede acceder a ellas escribiéndolas en la ventana de instrucciones. En este
ejemplo se ha optado por moditicar el color, siguiendo una escala de colores calidos. Es-
to se consigue agregando col=heat.colors(5) a las opciones de barGraph (tigura 2.4).

2.5. Andlisis de variables de escala

Ejemplo 2.6

Se estudiard ahora el tratamiento de una variable continua. Para ello se considera la
base de datos chickwts, del paquete datasets de R. En ella se recogen los pesos finales,
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Figura 2.4: Diagrama de barras de la variable nivel de estudios

en gramos, de 71 polluelos, segtin el tipo de dieta seguida durante un periodo de 6
semanas.

Analisis numérico: Para la variable que da el peso de los polluelos las medidas bdsi-
cas recomendadas son la media y la desviacion tipica. Estas medidas se calculan desde
Estadisticos—Resiimenes—Resimenes numéricos.. ., seleccionando para la variable
weight las opciones deseadas.

> numSummary (chickwts[,‘‘weight’’], statistics=c(‘mean’’, ‘‘sd’’))
mean sd n
261.3099 78.0737 71

Aunque se estd hablando de la desviacion tipica, la funcién sd calcula en realidad
la cuasidesviacion tipica. Cabe la posibilidad de que se necesiten otro tipo de medidas
que completen el estudio, como la simetria, el apuntamiento, ... Para ello, en el apéndi-
ce B, se incluye una tabla de medidas estadisticas. Por ejemplo, si se deseara calcular la
simetria y la curtosis de la variable weight, habria en primer lugar que instalar y cargar
en R, si no lo estd ya, el paquete fBasics. Y a continuacion:

> kurtosis(chickwts$weight)
-0.9651994

attr(,“method’’)

‘‘excess’’

> skewness(chickwts$weight)
-0.01136593

attr(,““method’’)

‘‘moment’’

Ambos coeficientes estdn calculados a partir de los momentos y, en el caso de la
curtosis, se le ha restado 3. Se podria concluir que la distribucién es bastante simétrica
y algo aplastada.



16

15
I

10
I

Frequency

]

T T T T T T
100 150 200 250 300 350

chickwts$weight

T T
400 450

Anilisis grdfico: Para analizar grdficamente la va-
riable peso se comienza con la realizacién del histo-
grama que se muestra al margen mediante las ins-
trucciones Graficas—Histograma. .. En el histogra-
ma se observa un comportamiento bastante simétrico
y la posibilidad de que existan dos modas.

A continuacion, se construye el diagrama de ca-
ja (tigura 2.5). Se puede observar en el grafico que la
variable no posee valores atipicos, es simétrica y estd
relativamente dispersa.

El data.frame que se estd utilizando incluye un
factor, Feed, que se corresponde con las diferentes die-
tas sumimistradas a los pollos. Ello permite la realiza-

cién de un andlisis por grupo, tanto numérico como grafico, que permita evaluar las
diferencias de peso en funcion del tipo de alimentacién seguida. Los valores que to-
ma la variable Feed son: horsebean (habas), 1inseed (linaza), soybean (soja), sunflower
(girasoles), meatmeal (carne) y casein (caseina).

Es interesante la representacion del diagrama de caja de la variable peso, segtin el
tipo de alimentacion (figura 2.5). Se observa que los valores de la variable peso estdn
mads concentrados para la dieta sunflower. También éste es el tinico grupo en el que
se dan valores atipicos. Por contra la mayor dispersion de los datos se produce con la
dieta casein. Una evaluacion inicial, parece indicar que la dieta que produce pollos de
mayor peso es sunflower, ya que los pesos que consigue estdn mds concentrados en
torno a uno de los valores mds altos.

El andlisis numeérico ofrece los siguientes resultados:

mean
casein 323.5833
horsebeen 160.2000
lindseed 218.7500
meatmeal 276.9091
soybean  246.4286
sunflower 328.9167

> numSummary (chickwts[,‘‘weight”’], groups=chickwts$feed, statistics=c(‘mean’’))

sd

64.43384
38.62584
52.23570
64.90062
54.12907
48.83638

12
10
12
11
14
12




weight
150 200 250 300 350 400

100

17

350 400
L

300

weight

250
L

200
L

150
L

°
| . | . c

100
L

Figura 2.5: Diagramas de caja de la variable peso
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Capitulo 3

Analisis Exploratorio de Datos
multidimensional

Una vez estudiados los distintos caracteres de la matriz de datos de forma indivi-
dual, resulta muy interesante realizar andlisis conjuntos de grupos de ellos, de hecho,
la mayorfa de los anélisis estadisticos tienen cardcter multivariable. Los motivos para
adoptar este enfoque son variados, aunque de nuevo la cuestién de la naturaleza de los
caracteres y los objetivos del estudio serdn determinantes a la hora de fijar las técnicas
que se emplearan.

Aunque en posteriores entregas se tratardn técnicas multivariables muy potentes,
los objetivos en este capitulo son mucho mas modestos y se limitardn a un primer acer-
camiento de naturaleza descriptiva; empleandose para ello tanto medidas de relacion
entre caracteres como representaciones gréficas. En la mayoria de las ocasiones sélo se
contemplardn dos caracteres de forma conjunta, realizdndose, por tanto, un analisis bi-
dimensional.

En este capitulo también se hard una primera incursién en el tema de la modeliza-
cion. Un modelo estadistico relaciona mediante una o varias expresiones matematicas
a un grupo de caracteres, que ocasionalmente deben cumplir algunos requisitos. En es-
te caso, se abordara un modelo de ajuste bidimensional, en el que se tratard de explicar el
comportamiento de una variable causa a partir de otra que se denomina efecto.

Siempre existe un cierto grado de tolerancia para asimilar caracteres de menor nivel
de informacién a los de nivel superior, aunque existe una marca que no se debe trans-
gredir, que es la de la ordenacion. Asi, podria justificarse el tratar una variable contada
como variable de escala, pero nunca se podria asimilar un atributo a una variable orde-
nada.

3.1. Tipos de relaciones entre caracteres

En principio se podrian establecer tantos tipos de relacién como los que resultarian
de cruzar los diferentes caracteres definidos en el capitulo anterior. No obstante, el nt-
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mero de cruces serfa demasiado elevado y muchos de ellos no tendrian interés préctico,
por lo que se limitara el estudio a aquellos que habitualmente se encuentran en la prac-
tica, que basicamente se corresponden con los que relacionan caracteres de la misma
naturaleza. Se expondran previamente algunas matizaciones y precauciones que con-
viene tener presente.

= En general funcionan mejor los cruces entre caracteres de la misma naturaleza. Ello
se debe a que para realizar el andlisis se debe especificar algun tipo de disimilaridad
que establezca la diferencia, en funcién de los caracteres considerados, que existe
entre cada par de individuos de la matriz de datos. Asi, la disimilaridad entre dos
individuos sobre los que se han medido dos variables de escala es habitualmente
la distancia euclidea, que como se sabe posee buenas propiedades, mientras que
si un cardcter es de clase y el otro una variable de escala la disimilaridad que se
elija tendrd, con toda seguridad, propiedades mucho mas débiles.

= Como consecuencia de lo anterior cuando se incluyan en el mismo andlisis ca-
racteres de distinta naturaleza conviene, siempre que sea posible, asignarles roles
distintos.

= La asignacion de roles a variables de la misma naturaleza en ningtn caso se so-
portara por motivos estadisticos, sino que dependera exclusivamente del criterio
del investigador.

= La investigacion combinatoria, es decir aquella que considera todos los grupos
posibles de variables, esta fuertemente desaconsejada, aunque se trate, como es el
caso, de un andlisis de cardcter exploratorio. La violacién de este principio puede
llevar a aceptar como validas asociaciones meramente espureas.

3.2. Andlisis de relaciones entre dos atributos

Para relacionar dos atributos, tanto dicotémicos como politémicos, se construird la
tabla de frecuencias conjunta o tabla de doble entrada. Asi, si se considera que el atributo A
estd conformado por las clases A, Ay, ..., A, y el atributo B por las clases By, By, ..., B,
la informacion a tratar quedaria conformada por la tabla 3.1; donde n;; representa la
frecuencia absoluta del par (A;, B;), es decir el nimero de individuos que presentan de
forma conjunta la clase A; de A y la B; de B. La dltima columna y la dltima fila de la
tabla 3.1 representan las distribuciones marginales de A y B, respectivamente.

Cuando se consideran dos atributos dicotémicos se tendrd una tabla 2 x 2, que en
ocasiones necesitard un tratamiento diferenciado. Mencién aparte merece el caso en que
uno o los dos atributos son del tipo presencia-ausencia de una cualidad.
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A B B B; B.
Ay | nn nyj s | 1.
A | np 1jj Nis | ny.
Ar | np Myj Nys | Ny.

n.q Il.j N.g n

Cuadro 3.1: Distribuciones conjuntas y marginales de (A, B)

Ejemplo 3.1

Tabla de doble entrada @‘El@‘

Vatiable de fla [slegi una) Vaiiable de columna [slegi una)

[Bge
Ciass
5ex

S urvived

[oge
Class
Sex
Survived

Calcular porcentajes
Parcentajes de las flas -

Porcertajes de las calumnas

Porcertajes totales »

Sin porcentaies o

Prughas de hipétesis

Prueba de independencia chi-cuadiada W
Componentes del estadistico chi-cuadrada |
Imprimit s frecuencias esperadas r
Prueba exacta de Fisher r

Expresién de seleccibn

<todos los casts vélidoss
Corecto I

Carcelar | Ayuda |

Como caso prdctico para analizar la relacion entre atributos se
ha elegido el archivo de datos titanic.dat, en el que aparecen
las variables Class, Sex, Age y Survived, que aportan informa-
cion, respectivamente, sobre la clase que ocupaba el pasajero, su
sexo, edad y si sobrevivié o no al naufragio del famoso trans-
atlantico. En concreto, se intentard establecer una posible aso-
ciacion entre la supervivencia y la clase en la que viajaban los
pasajeros del Titanic.

En primer lugar se construird la tabla de doble en-
trada con las variables seleccionadas. Con Rcmdr esto
se consigue desde Estadisticos—Tablas de contingencia—
Tabla de doble entrada..., con lo que se abre la ventana de

didlogo mostrada arriba, en la que se seleccionan los correspondientes atributos fila
(Survived) y columna (Class), ademads se eligen Porcentajes totales y se deja mar-
cada la opcién Prueba de independencia chi-cuadrado. Los resultados son:

> .Table

Class

Survived 1st
No 122
Yes 203

> totPercents(.

> .Test

data: .Table

> .Table < —xtabs(~Survived+Class, data=Datos)

1st 2nd 3rd Crew Total
No 5.5 7.6 24.0 30.6 67.7
Yes 9.2 5.4 8.1 9.6 32.3
Total 14.8 12.9 32.1 40.2 100.0

> .Test <- chisq.test(.Table, correct=FALSE)
Pearson’s Chi-squared test

X-squared=190.4011 ,df=3, p-value < 2.2e-16

2nd 3rd Crew
167 528 673
118 178 212

Table) # Percentage of Total
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R ademds de proporcionar las tablas de valores absolutos y de porcentajes sobre el
total, da informacion sobre el grado de relacién entre los atributos, a través del coeficien-
te Xz. De momento se considera solo el valor del estadistico Xz = 190,4. Este estadistico
indica el grado de relacién entre la clase que ocupaba el pasajero y si sobrevivié o no
al naufragio; si x> = 0 indicaria una ausencia de relacién y a medida que x* crece la
relacion va en aumento.

El estadistico no estd acotado en un rango de valores que permita interpretar la in-
tensidad de la relacion, por lo que se debe recurrir a algtin coeficiente derivado que esté
acotado. Los mds usuales son el coeficiente de contingencia y el coeficiente de Cramer,
ambos acotados en el intervalo [0,1). Se empleard en este caso el primero que viene
dado por:

X2
X2 +n
donde n es el tamafo muestral. En nuestro caso el coeficiente de contingencia vale 0, 28,
lo que indica una cierta relacion entre ambos atributos. Si se observa la tabla de doble
entrada se ve que porcentualmente se salvaron mds pasajeros de primera clase, mientras
que los de tercera clase y la tripulacion fueron los que mds sufrieron las consecuencias
del naufragio. Mds adelante, se verd que se puede ser mds contundente a la hora de
concluir la existencia de relacion utilizando los Contrastes de Hipotesis.

Para poder visualizar la relacion entre las variables puede ser muy ttil la realizacion
de un diagrama de barras de la variable supervivencia segtn la clase de los pasajeros.
Para ello, se almacena en primer lugar la tabla de contingencia de las variables Survived
frente a Class, a la que se ha llamado Tabla, ejecutando en la ventana de instrucciones:

’ >Tabla <-xtabs(~ Survived+Class, data=Datos) ‘

A continuacién se obtiene el diagrama de barras mediante las 6rdenes R:

>barplot(Tabla, xlab=‘‘Clase’’, ylab=‘‘Frecuencia’’,
legend.text=c(‘“No superviviente’’, ‘‘Superviviente’’),
beside=TRUE, col=cm.colors(2))

Observando el diagrama de barras de valores absolutos (figura 3.1), se aprecia que
éste ofrece una vision que podria llevar a confusién, aparentando, por ejemplo, que el
numero de supervivientes de primera clase es prdcticamente igual al nimero de super-
vientes de la tripulacion. Ello se debe a que se han comparado las frecuencias absolu-
tas de estos dos grupos, y mientras que en primera clase viajaban 325 individuos, los
miembros de la tripulacién eran 885. Una alternativa para apreciar la relacion existente
entre los dos atributos es construir el diagrama de barras de las frecuencias relativas, o
porcentajes de supervivencia respecto a cada clase, en lugar de usar las frecuencias ab-
solutas. Igual que antes, se debe almacenar previamente la tabla de porcentajes, lo que
se consigue con las siguientes instrucciones R:

>Tabaux <-colPercents(Tabla)
>Tablarel <-Tabaux[1:2,1:4]
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Figura 3.1: Diagramas de barras de la supervivencia
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Figura 3.2: Gréfico de mosaico de los datos Titanic

Tabaux contiene la tabla de porcentajes, los porcentajes totales y las frecuencias mar-
ginales. Para representar el diagrama de barras no son necesarias las dos tltimas filas,
por lo que se ha construido una nueva tabla denominada Tablarel con la informacién
que interesa.

Ahora se estd en condiciones de construir el diagrama de barras; para ello se sus-
tituye, en la secuencia de instrucciones usada para el diagrama de barras de valores
absolutos, Tabla por Tablarel (figura 3.1).

Por tltimo, se construird un grdfico de mosaico, figura 3.2, con todos los atributos
del fichero Titanic. Para ello, se ejecuta la instruccion:

>mosaicplot(Titanic, main=‘‘Supervivientes del Titanic”’,
color=c(‘‘red’”’,‘‘green’’))

Se han seleccionado los colores verde para los supervivientes y rojo para los no su-
pervivientes.

R—-Nota 3.1

Este puede ser un buen momento para analizar someramente la sintaxis de las instruc-
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ciones R, dado que en ocasiones, como ha ocurrido en este ejemplo, se necesita crear
o editar una instruccion. Como el lector habrd podido comprobar, cada vez que se ha
utilizado un procedimiento de Rcmdr, éste ha generado una o varias instrucciones R;
en realidad, Remdr no es otra cosa que lo que se conoce como un frontend de R, es decir
un forma mds amigable de acceder a los recursos de R.

Las instrucciones de R pueden ser una expresion o una asignacion. Una expresion
se evaltia, se muestra su resultado y se descarta. Una asignacion se evalda obteniendo
un nuevo objeto que se almacena con el nombre especificado.

Concretamente, si se analiza la estructura de la instruccion:

’ >Tabla <-xtabs(~ Survived+Class, data=Datos) ‘

se observa que se crea el objeto Tabla, al que se le asigna (< —) el resultado de la
evaluacion de la funcién xtabs, que genera una tabla de doble entrada con las variables
Survived y Class del data.frame con nombre Datos. Si ahora se fija la atencion en la
instruccion:

>barplot(Tabla, xlab=‘‘Clase’’, ylab=‘‘Frecuencia’’,
legend.text=c(‘“No superviviente’’, ‘‘Superviviente’’),
beside=TRUE, col=cm.colors(2))

Esta le indica a R que cree un grdfico de barras, barplot, de la tabla de doble en-
trada Tabla, siendo las etiquetas de los ejes, x1ab e ylab, Clase y Frecuencia, que la
leyenda de las clases, 1egend. text, sea No superviviente y Superviviente, que el tipo
de barras sea pegada, beside=TRUE, y que utilice la gama de colores col=cm.colors(2).

R—-Nota 3.2

En los diagramas de barras anteriores se usa el argumento legend. text para incluir una
leyenda de los datos, pero de esta forma la leyenda se dibuja en ocasiones sobre las ba-
rras. Para mejorar los resultados gréficos se pueden utilizar las siguientes instrucciones:

1. Escribir la orden del grafico de barras sin legend. text:

>barplot(Tablarel, xlab=‘‘Clase’’, ylab=‘‘Porcentajes’’,
beside=TRUE, col=cm.colors(2))

2. Paralocalizar las coordenadas del grafico en las que se desea insertar la leyenda se
emplea la orden locator (n), donde n es el nimero de puntos de los que se quiere
averiguar las coordenadas, en nuestro caso n= 1.

3. Una vez ejecutada la orden, se pincha en la gréfica anterior con el botén izquier-
do del ratén en el lugar donde se desee insertar la leyenda y automdticamente
aparecerdn las coordenadas (x,y) del punto elegido.
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3.3. Analisis de relaciones entre dos variables

Una vez analizada la relacién entre dos atributos, se aborda el estudio de la relacion
entre dos variables medidas. Este estudio se hard a través de la construccion de una
funcién de ajuste, que expresa mateméaticamente como una de las variables denominada
causa explica el comportamiento de la otra variable llamada efecto. A la variable causa
se le conoce también con los nombres de independiente, explicativa, exégena, ..., mientras
que la variable efecto es llamada también dependiente, explicada, endégena, ...Desde el
punto de vista de la investigacion que se esté realizando es fundamental la seleccién de
las variables que entrardn en el anélisis y la asignacién de roles, causa-efecto, para cada
una de ellas.

Es muy habitual confundir los conceptos de ajuste y de regresion, y aunque no es ob-
jeto de este manual entrar en temas teéricos en profundidad, si habria que aclarar que
la idea de ajuste implica la seleccién de un modelo matematico que aproxime lo mejor
posible la relacién entre las variables, mientras que el concepto de regresion hace refe-
rencia a la idea de predecir mediante alguna regla, un valor de la variable dependiente
para cada valor de la independiente. Dicho lo cual, y como suele ocurrir en muchos
textos estadisticos, a partir de ahora se admitird, y usard, de forma indistinta ambos
conceptos.

Por otra parte, en la mayoria de las ocasiones la matriz de datos contiene varias va-
riables numéricas y el investigador desea estudiar cémo se explica el comportamiento
de una de ellas sobre la que tiene un especial interés (dependiente) a partir del cono-
cimiento de un conjunto del resto de variables (independientes). En esta situacién, el
analisis dos a dos, en el que se consideraria la variable dependiente con cada una de las
independientes es claramente ineficiente, siendo necesario la construccién de un mo-
delo de ajuste multiple que relacione de forma conjunta la variable dependiente con
el conjunto de las independientes. La explicacion para plantear este enfoque es que las
variables independientes suelen estar relacionadas también entre ellas, es decir compar-
ten informacién de los individuos que se estdn estudiando, de forma que si se hiciera el
analisis dos a dos se estaria utilizando la misma informacién de forma reiterada.

En lo sucesivo, se consideran s6lo dos variables, la independiente (X) y la depen-
diente (Y), dando lugar a n parejas de valores (x;, y;). Desde un punto de vista grafico
estos valores se pueden representar en un plano, siendo el conjunto de puntos la deno-
minada nube de puntos o diagrama de dispersién. El objeto del ajuste es la obtenciéon de una
funcién que se adapte lo mejor posible a la nube de puntos.

Y* = f(X)

El conocimiento previo que se puede tener de la relacién Y/ X junto con el anélisis de
la nube de puntos debe ofrecer las claves para la seleccién de la funcién f. En realidad
seleccionar f es elegir una clase funcional que dependerd de unos parametros que habra
que estimar. Es decir, se elige unarecta Y = a + bX, una parébola Y = a + bX + cX?, una
funcién exponencial Y = abX, una funcién potencial Y = aX?, una hipérbola Y = a + %,
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...Se puede apreciar que mediante alguna transformacién muchas de estas funciones se
convierten en rectas.

Ejemplo 3.2

= La clase funcional exponencial Y = abX aplicando una transformacién logaritmica
se linealiza, logY = loga + Xlogb.

» La clase funcional hiperbélicaY = a + % también se convierte en una recta trans-
formando X' = .

Cuando antes se ha escrito «la selecciéon de un modelo matemético que aproxime
lo “mejor posible” la relacién entre las variables» o la «obtencién de una curva que
se adapte lo “mejor posible” a la nube de puntos», en realidad se estaba indicando la
necesidad de establecer un criterio de ajuste que minimice las diferencias entre la curva
de ajuste y la nube de puntos. El criterio mas generalizado es el de los minimos cuadrados,
que establece que la suma de las distancias al cuadrado entre los valores observados de
la variable Y, es decir los y;, y las predicciones que se obtienen de ésta a partir de la
funcion de ajuste, y© = f(x;)Vi, sea minima. La aplicacién de este criterio permite la
estimacion de los pardmetros del modelo y la determinacién de forma univoca de la
funcién de ajuste.

La figura 3.3 ilustra lo dicho para el caso lineal Y = a + bX, donde a representa
el punto de corte de la recta con el eje Y y b el incremento—decremento de Y para un
incremento unitario de X.

Y

@
—
&
=
~

Figura 3.3: Recta de ajuste
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= Predicciones. Una de las utilidades mas importantes del ajuste es la de realizar

predicciones de la variable explicada para distintos valores de la variable expli-
cativa. En realidad, se trata de sustituir en el ajuste los valores de X para obtener
los correspondientes valores de Y. Cuando se sustituyen los valores de X que se
han empleado para calcular la funcién de ajuste, x1, xp, ..., x,; se obtienen los co-
rrespondientes valores ajustados por el modelo, y7,v5,...,y;, mientras que si se
asigna a X cualquier valor factible para esta variable, el valor que se obtiene pa-
ra Y es una prediccion. Obsérvese que la diferencia entre los valores observados
de Y, y;, y sus correspondientes valores ajustados, y;, son los errores del ajuste
e; = y; — y;. Los puntos ajustados (x;,y}) pertenecen a la recta de ajuste y los y;
tienen menos varianza que los y;, de hecho, se puede demostrar para una gran
cantidad de modelos, en particular para el lineal, que la varianza de Y es igual a
la de Y* mds la varianza del error, S3 = S%. + S2.

Las predicciones para valores de X distintos a los empleados en el ajuste se de-
nominan interpolaciones cuando dichos valores se encuentran dentro del rango
de valores de ajuste para X, y extrapolaciones cuando se encuentran fuera de di-
cho rango. La validez estadistica de las interpolaciones es mayor que las de las
extrapolaciones, de hecho la calidad de la prediccion decrece cuando aumenta la
distancia al centro de gravedad de la nube de puntos, (%,7) .

Anilisis de bondad del ajuste. El ajuste no estaria totalmente resuelto si no vinie-
ra acompafiado de una medida de su bondad, es decir, de un valor, a ser posible
acotado en un intervalo, que exprese en qué porcentaje la variable dependiente se
explica por la independiente a través del ajuste realizado. Si el ajuste fuera perfec-
to todos los valores observados se situarian sobre la nube de puntos y los residuos
y su varianza se anularfan, mientras que en el extremo contrario seria la variable
ajustada la que tendria varianza nula.

La medida que sintetiza lo expresado en el parrafo anterior es el coeficiente de deter-
Sy
s
que la variable Y se explica en un 100 * R? % por la variable X, mientras que el res-
to, es decir el 100 * (1 — R?) %, se explicarfa por una parte a través de una mejora
de la funcién de ajuste, por otra incorporando, si es factible, informacién nueva
(otras variables, con lo que se tendria un modelo de regresién multiple) y por la
variabilidad intrinseca de los datos.

minacion, R? =

que, como puede verse, toma valores en [0, 1]; interpretdndose

Para el caso de ajuste lineal existe un coeficiente especifico de bondad de ajuste de-
nominado coeficiente de correlacion lineal r, que toma valores en el intervalo [—1,1]
y que ademds de medir la intensidad de la relacion indica si ésta es de tipo direc-
t(z), cua?do X crece Y crece, o inverso, cuando X crece Y decrece. Se verifica que
rc = R

Anilisis de residuos del modelo. Conviene examinar, tanto desde un punto de
vista numérico como sobre todo grafico, los residuos que genera el ajuste, es decir
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las diferencias entre los valores observados, Y, y los ajustados por la funcién de
ajuste, Y*. En particular, resulta de especial interés el andlisis de los residuos ex-
tremos y de las gréficas de los residuos frente a valores de X, indexados o frente
a las predicciones. También es interesante el analisis de puntos influyentes, enten-
diendo esto como aquellos puntos que tienen un sobrepeso en la construccion de
la funcién de ajuste. Estos puntos van a estar localizados en los extremos de la
nube de puntos, ver ejemplo 3.3.

Mejora del modelo. Para terminar, conviene indicar que reemplazar una funcién
de ajuste por otra mds sofisticada, con mas pardmetros y mds compleja, s6lo se
justifica si la mejora en términos de R? es alta, pues en otro caso se complica la
interpretacion del modelo sin apenas recompensa.
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Ejemplo 3.3

Para ilustrar los conceptos sobre el ajuste lineal se procederd a analizar la relacioén entre
peso y altura del fichero de datos peso_altura.dat, en el que aparecen, entre otras
variables, el sexo, peso y altura de un grupo de personas. Como se ha indicado anterior-
mente es necesario establecer qué variable serd la explicada y cudl la explicativa. Dado
que se trata de un ejemplo y que no se cuenta con elementos adicionales para avalar la
decision, se decide explicar el peso en funcién de la altura.

1. Histogramas. Antes de abordar el andlisis bidimensional propiamente dicho, se
representardn los histogramas de las variables peso y altura, operando para ello
tal y como se indicé en el capitulo anterior. Al objeto de fijar el niimero de clases
de los histogramas y los colores, se retocan las instrucciones R que genera Remdr,
cambiando en ambos casos las opciones del nimero de intervalos (breaks) y los
colores (col) y se vuelven a ejecutar, con lo que se obtiene las figuras en 3.5. Las
instrucciones retocadas son respectivamente:

>Hist (Datos$ALTURA, scale=‘‘frequency’’, breaks=seq(155,200,3), col=heat.colors(13))
>Hist (Datos$PESO, scale=‘‘frequency’’, breaks=seq(55,110,5), col=heat.colors(12))

Una primera visién de los histogramas permite detectar una bimodalidad tanto
en la variable peso como en la altura, aunque ello es un indicio claro de mezcla
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de poblaciones, se continuard con los siguientes pasos del ajuste con todos los
datos, en un ejercicio bdsicamente diddctico, en busca de establecer la relacién que
justifique el peso en funcién de la altura.

. Diagrama de dispersion. Al objeto de decidir el tipo de funcién de ajuste que se
utilizard, se representa el diagrama de dispersion. En Remdr se seleccionan las op-
ciones Graficas—Diagrama de dispersion..., para las variables mencionadas.
Por defecto aparece marcada la opcion 1inea suavizada, que ofrece una regresion
a los puntos y que da una idea de la clase funcional mds eficiente bajo el criterio
de minimos cuadrados.

A la vista de la figura 3.4 se observa la existencia de relacion entre las dos varia-
bles. La linea de regresion suavizada y la linea discontinua de ajuste lineal, su-
gieren que los ajustes mds eficientes son tipo lineal y posiblemente parabélico o
potencial. No obstante, la escala de representacion de las variables podria ser un
factor distorsionador que podria llevar a pensar, erréneamente, que las variables
mantienen un grado de relacion lineal mayor del que realmente existe. Para confir-
mar la existencia de una alta correlacion se calculard el coeficiente de correlacion
lineal de Pearson.

. Andlisis de la correlacion. Se selecciona la secuencia de opciones Estadisticos—
Restimenes—Test de correlaciodn, eligiéndose en el cuadro de didlogo las varia-
bles que interesan. La salida que ofrece Remdr es:

> cor.test(Datos$ALTURA, Datos$PESO, alternative=‘‘two.sided’’, method=‘‘pearson’’)
Pearson’s product-moment correlation

data: Datos$ALTURA and Datos$PESO

t = 15.8396, df = 98, p-value < 2.2e-16

alternative hypothesis: true correlation is not equal to O

95 percent confidence interval:

0.7818060 0.8952982

sample estimates:

cor

0.8480039

El coeficiente de correlacion es positivo y relativamente alto, r = 0,848, lo que
indica que existe relacion directa entre las variables. En cuanto a la intensidad, el
coeficiente de determinacion R? = r?> = 0,719 implica que un 28 % de la variacién
de Y no se explica por X a través de la recta de ajuste.

En este momento, y si no se hubiera detectado la bimodalidad en el histograma,
habria que plantearse la posibilidad de mejorar la funcién de ajuste utilizando
una clase funcional que se adaptara mejor a la nube de puntos; en el diagrama
de dispersion se ha visto que la regresion suavizada sugeria la posibilidad de un
crecimiento de tipo parabélico o potencial. Pero como ya se ha comentado antes,
la bimodalidad del histograma parece indicar la confusién de dos poblaciones. En
efecto, se estdn considerando conjuntamente los dos sexos, hombre y mujer, cuan-
do los patrones de relacién peso—altura no tienen porqué coincidir y de hecho no
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lo hacen. Si se observa atentamente el diagrama de dispersion se puede entrever
la existencia de dos poblaciones, para confirmarlo se representard el diagrama de
dispersion pero diferenciando los individuos de ambos sexos.

. Andlisis por grupo. En Rcmdr se eligen las opciones Graficas—

Diagrama de dispersiém..., seleccionando en la ventana de didlogo la op-
cién Grafica por grupos... la variable sexo. La visualizacion del grifico 3.4
es muy elocuente, las dos lineas de ajuste se acomodan mucho mejor a sus
respectivos grupos y la regresion suavizada, al contrario de lo que ocurria antes,
no presenta desviaciones claras de la linealidad. Por lo que procede ajustar de
forma diferenciada las variables peso-altura para cada sexo.

Para dividir el conjunto de datos segtin la variable SEX0, se procede en Remdr
desde Datos—Datos activos—Filtrar los datos activos... tomando como
expresion de seleccion SEXO0=="‘Mujer’’ para la muestra femenina y SEX0==‘‘Varén’’
para la masculina. R crea nuevos conjuntos de datos con los nombres que se le ha-
yan indicado en el correspondiente apartado de la opcién de filtrado. En este caso
se han denominado Peso_Altura_Mujer y Peso_Altura_Varon, respectivamente.

Para analizar cada grupo de sexo, se elige como juego de datos activos el que
interese y se calcula su coeficiente de correlacion de Pearson. Se observa como la
correlacion para las mujeres es de 0,897, mientras que para los hombres llega hasta
0,928, con R? iguales, respectivamente a 0,804 y 0,861, mucho mads altas que las
que se tenian para el ajuste conjunto.

> cor.test(Peso_Altura_Mujer$ALTURA, Peso_Altura_Mujer$PESO, alternative=‘‘two.sided’’,
method=*‘pearson’’)
Pearson’s product-moment correlation
data: Peso_Altura_Mujer$ALTURA and Peso_Altura_Mujer$PESO
t = 13.4879, df = 44, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.8208994 0.9422066
sample estimates:
cor
0.8973532
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> cor.test(Peso_Altura_Varon$ALTURA, Peso_Altura_Varon$PESO, alternative=‘‘two.sided’’,
method=*‘pearson’’)
Pearson’s product-moment correlation
data: Peso_Altura_Varon$ALTURA and Peso_Altura_Varon$PESO
t = 13.0335, df = 52, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.8793910 0.9580797
sample estimates:
cor
0.9285171

5. Recta de ajuste. Se obtendrd ahora una de las dos rectas de ajuste del peso en fun-
cion de la altura, concretamente se ha elegido el subgrupo de los hombres. Una
vez elegido el conjunto de datos activo correspondiente a los hombres, se seleccio-
na Estadisticos—Ajuste de modelos—Regresién lineal..., y en la ventana
de la figura 3.6, se elige PESO como variable explicada y ALTURA como variable
explicativa.

> RegModel.l <- 1Im(PESO~ ALTURA, data=Peso_Altura_Varon)
> summary (RegModel.1)
Call:
Im(formula = PESO ~ ALTURA, data = Peso_Altura_Varon)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-13.578 -2.091 -0.491 2.213 9.662
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (> |t])
(Intercept) -164.09760 13.89222 -11.81 2.43e-16 **x
ALTURA 1.41331 0.07837 18.03 < 2e-16 **x
Signif. codes: O ’*¥%’> 0.001 ’*x> 0.01 ’%”> 0.05 >.” 0.1 > * 1
Residual standard error: 3.937 on 52 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8621, Adjusted R-squared: 0.8595
F-statistic: 325.2 on 1 and 52 DF, p-value: < 2,2e—16

A la vista de los resultados se sabe que la recta de regresion es Y=-164,09760
+1,41331X. Si s6lo se quisieran obtener los coeficientes de la recta éstos se pue-
den obtener con las 6rdenes:

> RegModel.1 <- Im(PESO~ ALTURA, data=Peso_Altura_Varon)
> coef (RegModel.1)

(Intercept) ALTURA

-164.097600 1.413306

6. Valores ajustados y  predicciones. Para obtener  los va-
lores ajustados  por el modelo se  selecciona Modelos—
Afiadir las estadisticas de las observaciones a los datos... y se marcan
las opciones deseadas, en este caso Valores ajustados y residuos. R afade al
conjunto de datos activos dos nuevas columnas llamadas fitted.RegModel.1 y
residuals.RegModel.1 con los correspondientes valores ajustados y residuos del
modelo activo.



Al realizar las estadisticas descriptivas de Y, Y* y e, seleccionando las opciones
media y desviacion tipica en resimenes numéricos, se tiene:

> numSummary (Hombres[,c(‘‘fitted.RegModel.1’’, ‘PESD’’, ‘‘residuals.RegModel.1’’)],
statistics=c(‘“‘mean’’, ‘‘sd’’))
mean sd n
fitted.RegModel.1 8.624074e+01 9.753284 54
PESO 8.624074e+01 10.504150 54
residuals.RegModel.1 -3.781456e-17 3.900081 54

y efectivamente se comprueba que S3 = S%. + S2, ya que 10,504? = 9,7532 + 3,9%;

. . . . .. 2
pudiéndose calcular el coeficiente de determinacién como R* = 1967550342 = 0,8621.

Para realizar predicciones para cualquier valor de X, se necesita crear previamente
un nuevo conjunto de datos, que en este caso se ha llamado pred y que contendra
una variable cuyo nombre se hace coincidir con el nombre de la variable indepen-
diente del modelo:

’ >pred<-data.frame (ALTURA=c(180.3,184.7,193.1,197.0,201.8)) ‘

Se incluyen en el fichero pred los valores 180.3, 184.7, 193.1, 197.0 y 201.8 cms.
Seguidamente se asigna a la variable predicPESO las predicciones que genera el
modelo con la orden predict para los valores de la variable ALTURA del data. frame
pred:

’> predicPESO <-predict(nombreModelo,pred) ‘

Por tltimo se afnade la variable predicPESO al conjunto de datos pred:

’ >pred<-data.frame (pred,predicPES0) ‘

El nuevo conjunto de datos se puede ver en la figura 3.6. Puesto que el rango de
valores de la altura es (167,194), se estarian realizando tres interpolaciones y dos
extrapolaciones para los valores 197,0 y 201, 8; ademads, puesto que ¥ = 177,1, la
prediccion mds fiable corresponde al valor 180,3 y la menos al valor 201,8.

. Andlisis de Residuos. Para obtener los residuos, tanto abso-
lutos como estudentizados, se selecciona de nuevo Modelos—
Afiadir las estadisticas de las observaciones a los datos... y se marcan
las opciones correspondientes, generandose por parte de R dos nuevas colum-
nas en el fichero de datos activos, denominadas residuals.(RegModel.1) y
rstudent. (RegModel. 1), donde RegModel.1 hace referencia al modelo usado.

Aunque en este capitulo se estd abordando la regresion desde un punto de vista
descriptivo y por tanto no se exigen condiciones a los datos, resulta interesante
hacer una diagnosis de los residuos que detecte bdsicamente problemas de mala
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eleccion del modelo, existencia de otras variables relevantes, presencia de valores
atipicos,. .. Para ello se suelen utilizar algunas representaciones grdficas, entre las
que destacan la de Residuos indexados y la de Residuos frente a ajustados.
De su observacion se pueden extraer valiosas conclusiones.

Residuos indexados. Detecta sobre todo problemas relacionados con la in-
fluencia que valores previos de la variable X ejercen sobre los posteriores.
Ocurre sobre todo cuando la variable independiente es el tiempo, desde el
punto de vista estadistico se dice que existe un problema de autocorrelacién
y la solucién pasa por enfocar el tema desde la Optica de las series tem-
porales. El grédfico de los residuos indexados se obtiene desde Graficas—
Grafica secuencial... seleccionando la variable residuals.RegModel.1, la
opcioén Identificar puntos con el ratén y por tltimo elegir la representacion
por puntos. En este caso, la tigura 3.7 presenta una distribucion de residuos sin
ninguna relacién y no se obtiene mayor anormalidad que la existencia de los
candidatos a valores atipicos.

Residuos estudentizados frente a valores ajustados. Es probablemente el grafico
que proporciona mds informacion sobre la calidad del ajuste realizado, informan-
do sobre la falta de linealidad de la relacion, la presencia de valores atipicos, la
existencia de terceras variables que aportarian informacion relevante sobre Y, etc.

Usando las opciones Graficas—Diagrama de dispersiémn..., tomando
fitted.RegModel.l como variable explicativa y rstudent.RegModel.l como
explicada, se obtiene la figura 3.8. En el que, al igual que en el gréafico de residuos
indexados, s6lo destaca la presencia de los candidatos a valores atipicos.

Obtencién de valores influyentes. Se buscan ahora valores especialmente deter-
minantes a la hora de estimar los pardmetros del modelo. Normalmente estos va-
lores van a coincidir con valores extremos para una de las dos variables. Uno de los
criterios para detectar estos valores influyentes se basa en el calculo de la distan-
cia de Cook. La distancia de Cook para la observacion i-ésima calcula la diferencia
entre los pardmetros del modelo que se obtiene incluyendo la observacioén i-ésima
y sin incluirla. En general se deben tener en cuenta aquellas observaciones cuya
distancia de Cook sea mayor que 1. La figura 3.8, se genera a través de Graficas—
Grafica secuencial... y se puede apreciar que los valores mds influyentes coin-
ciden con las observaciones 41, 61 y 66.

Otra forma de ver la influencia de una observacién es a través de su potencial,
que estima el peso de cada observacion a la hora de realizar predicciones. Los
potenciales se obtienen como los elementos de la diagonal principal de la matriz
de Hat, H = X(X'X)~'X'. En Ia figura 3.9 se tienen la representacién indexada
de los potenciales Hat, realizada a partir de la misma opcion gréfica anterior. Los
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puntos influyentes serian aquellos que superaran el doble del cociente entre el
numero de variables regresoras mds uno y el ntiimero de observaciones. En este
caso el valor de referencia es 0,074 y los puntos que superan esta cota son el 32, el
34, el 84 y el 100.

Por ultimo, la gréfica de potenciales hat frente a residuos estudentizados, donde
cada observacion estd identificada por un circulo cuyo didmetro es proporcional
a su distancia de cook, sintetiza toda la informacion a tener en cuenta a la hora
de identificar los puntos influyentes. La grdtica ha sido creada desde Modelos—
Graficas—Grafica de influencia y refleja de nuevo que los valores a conside-
rar son el 61 y el 66, ver figura 3.9.
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R-Nota 3.3

Supdéngase un conjunto de datos del cual se desea obtener un modelo para
un subconjunto de estos datos. Por ejemplo en los datos peso_altura se quie-
re hacer un modelo para los datos femeninos, se selecciona Estadisticos—
Ajuste de modelos—Regresién lineal... y en la ventana de didlogo apare-
cerd la opcién Expresién de seleccién donde se puede elegir el subconjun-
to deseado, en este caso SEXO==’Mujer’. El problema surge si se quiere afa-
dir, por ejemplo, la columna de valores ajustados seleccionando Modelos—
Afladir estadisticas de las observaciones a los datos..., esto se debe a que el
conjunto de datos activos no se corresponde con el modelo activo, para solucionar es-
to, sélo se debe hacer en primer lugar el filtrado de los datos para el subconjunto y
seguidamente aplicar el modelo.
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Ejemplo 3.4

Para ilustrar la realizacién de un ajuste de tipo polinomial, se consideran los datos del
fichero reproduccion_vir.dat en el que se muestran el nimero de virus reproduci-
dos en funcién del tiempo (minutos) y de la temperatura (grados), segtin el tipo de
cultivo (4cido, bdsico o neutro). Se estd interesado en ver como influye el tiempo
en el ntimero de virus.

Se realiza en primer lugar el diagrama de dispersion de la variable nimero de virus
frente al tiempo. La observacién de la figura 3.10 revela para el conjunto de datos una
disposicién no lineal, aunque la evidente variabilidad presente en cualquier rango de
valores del tiempo hace presuponer que el factor tipo de cultivo deberia tenerse en
cuenta (tigura 3.10).

Si se rehace el grdfico para cada uno de los subgrupos que determina la variable
cultivo, se observa que los cultivos de tipo badsico tienen un comportamiento aproxi-
madamente lineal, mientras los de tipo neutro y acido no lo tienen.

El estudio se centrard en el cultivo dcido, para ello se filtran los datos (se almacenan
como reproduccion_vir_acido) y se representan de nuevo. El diagrama de dispersion,
figura 3.11, parece sugerir un comportamiento de tipo parabdlico.

Para  realizar el ajuste parabdlico se selecciona Estadisticos—
Ajuste de modelos—Modelo lineal..., tomando como férmula del modelo VIRUS~
1+ TIEMPO+ I(TIEMPO"2) (figura 3.12). Los resultados obtenidos son:

> LinearModel.3 < — 1m(VIRUS ~ 1 + TIEMPO +I( TIEMP0"2),
data=acido)

summary (LinearModel.1)

Call:

1lm(formula = VIRUS ~ 1 + TIEMPO + I(TIEMP0"2), data = acido)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-23.295 -6.140 1.510 6.491 24.271

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(> [f|)

(Intercept) 115.552345 4.917038 23.500 < 2e-16 **x*

TIEMPO -2.901809 0.455127 -6.376 7.25e-08 **x*

I(TIEMPO"2) 0.101647 0.008731 11.642 1.89e-15 **x*

Signif. codes: O ’*%%’> 0.001 ’>*x’> 0.01 ’%”> 0.05 >.”> 0.1 > * 1
Residual standard error: 11.73 on 47 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9179, Adjusted R-squared: 0.9144
F-statistic: 262.8 on 2 and 47 DF, p-value: < 2.2e-16

Se concluye que el tiempo explica casi el 92 % del nimero de virus a través del ajuste
parabdlico estimado.

Después de representar el grético de dispersion de la variable VIRUS frente al TIEMPO
(de los datos reproduccion_vir_acido) (tigura 3.11) es posible representar en la misma
ventana la pardbola del modelo (figura 3.12) mediante las instrucciones:

> x<- seq(0,50)
> y<- 115,552345 — 2,901809*x + 0,101647*x"2

> lines(x,y,col=‘‘green’’)
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Figura 3.12: Opciones y representacion del modelo parabdlico

Llegados a este punto, se podria plantear si los datos se ajustarian mejor a un po-
linomio de grado tres. Aunque no existen evidencias en el grafico de dispersion, se
procederd a realizar este ajuste por motivos bdsicamente pedagdégicos.

Al ser un modelo mds general que el parabdlico se producird una mejora del ajuste,
aunque la cuestion es si esta mejora es lo suficientemente importante para justificar la
mayor complejidad del modelo.

Para realizar el ajuste de grado tres, se selecciona Estadisticos—
Ajuste de modelos—Modelo lineal..., tomando como férmula del modelo VIRUS~
1+ TIEMPO+ I(TIEMPO"2)+I(TIEMPO"3) (figura 3.13).

> summary(LinearModel.2)

Call:

Im(formula = VIRUS ~ 1 + TIEMPO + I(TIEMPO"2) + I(TIEMP0"3), data = Virus_acido)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-21.1995 -5.1259 -0.1860 7.1273 21.0148

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(> |t])
(Intercept) 98.1018701 5.6855078 17.255 < 2e-16 ***
TIEMPO 1.1938655 0.9905237 1.205 0.2343
I(TIEMPO"2) -0.1006612 0.0457034 -2.202 0.0327 *
I(TIEMPO"3) 0.0026659 0.0005944 4.485 4.83e-05 *xx*
Signif. codes: 0 ’*¥x’ 0.001 ’**x’> 0.01 ’%> 0.05 ’.” 0.1 > * 1

Residual standard error: 9.892 on 46 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9429, Adjusted R-squared: 0.9392
F-statistic: 253.2 on 3 and 46 DF, p-value: < 2.2e-16

El coeficiente de determinacion es igual a 0,9429, con una mejora de un 2 %, lo que
no parece justificar la adopcién de este modelo mds complejo. Igual que antes es posible
representar el ajuste ctibico como puede observarse en la figura 3.13.
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R—-Nota 3.4

Para realizar un ajuste polinomial con Remdr se selecciona la opcion Estadisticos—
Ajustes de modelos—Modelo lineal... y en la ventana de didlogo se escribe la ex-
presion del modelo deseado:

» Para indicar un modelo lineal con término independiente se escriben cualquiera
de las dos férmulas siguientes:
Y~ X

Y~1+X

» Si se desea omitir el término independiente en un modelo lineal se utiliza una de
las férmulas siguientes:
Y~—-1+X

Y~0+X
» En general para un modelo polinomial con término independiente se escribe:
Y ~ X+ I(X?) 4+ I(X?) + - - -+ I(X") o bien

Y ~ 14+ X+ I(X?) + I(X3) + -+ I(X")

y con un —1 6 0 para un modelo sin término independiente.

Si se quiere observar la notaciéon que utiliza R para formular estos modelos, véase el
apéndice C.
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3.4. Ejercicios
3.1 Para los datos del fichero peso_altura.dat, analice el comportamiento del
peso en funcién de la altura para el grupo de las mujeres.
3.2 La tabla 3.2 muestra una serie histérica sobre el olivar espafiol que recoge la
superficie, rendimiento y produccién, durante el periodo 1965-1979, donde:
X = Superficie en miles de Ha.
Y = Rendimiento en Qm/Ha.
Z = Produccién en miles de Tm.
Se pide:
a) El diagrama de dispersion de las variables X e Y.
b) Las medidas més representativas para cada una de las variables, indican-
do su representatividad.
¢) El estudio de la relaciéon entre las variables XY, XZ e YZ.

[Afo| X | Y | Z |
1965 | 73,6 | 69,8 | 8,5
1966 | 98,1 | 62,5 6
1967 | 99,8 | 98,5 | 8,7
1968 | 107,7 | 102,5 | 6
1969 | 107,7 | 97,4 | 3,7
1970 | 122 | 1138 | 8,9
1971 | 127 | 118 | 7,9
1972 | 138,1 | 128,1 | 10,1
1973 | 152,1 | 145,8 | 6,8
1974 | 144,8 | 139,8 | 5
1975 | 160,7 | 152,9 | 11,1
1976 | 150,2 | 1434 | 9,8
1977 | 152,1 | 146 | 9,5
1978 | 167,3 | 162,1 | 10,8
1979 | 165 | 160,2 | 10

Cuadro 3.2: Datos ejercicio 3.2

3.3 La siguiente tabla muestra la relacién existente entre la lluvia caida, en 1/ m?2,
en el periodo octubre-mayo y la produccién obtenida en kilogramos por olivo.

300 | 400 | 500 | 600 | 700
13 | 26 | 40 | 57 | 64
24 | 21 | 31 | 45 | 69
17 | 17 | 38 | 51 | 57
11 | 26 | 34 | 58 | 76
20 | 30 | 27 | 44 | 74

< = | X
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donde X representa la lluvia e Y la produccion.
a) Represente el diagrama de dispersion.
b) Indique si existe alguna tendencia.
¢) Cuantifique y comente la relacion existente entre las dos variables.
3.4 Dada la siguiente tabla de doble entrada con valores porcentuales:

Y\X[ 2 3 4|
0 0,22 0,13 0,04
1 0,16 0,11 0,05
2 10,08 0,16 0,05

a) Obtenga la distribucién marginal de X. Calcule su media, moda y media-
na.

b) Calcule la media de Y cuando X toma el valor 3.

¢) Estudie la dependencia de las variables X e Y.

3.5 A un grupo de estudiantes se les pregunt6 por el tiempo que tardan en llegar
desde su hogar hasta la facultad, X (minutos), el tiempo que le dedican diariamente
al estudio, Y (horas), y las calificaciones obtenidas en la asignatura de Estadistica, Z,
obteniéndose las siguientes respuestas:

(40, 4, 4), (45,3, 3), (30, 4, 5), (40, 4, 5), (80, 2, 5), (20, 3, 5)

(10, 1,5, 6), (10, 4, 6), (20, 4, 6), (45, 3, 3), (20, 4, 4), (30, 4, 7)

(30, 3,7), (20, 4, 6),(30,1,6), (10, 5, 5), (15, 5, 5), (20, 6, 5)

(20,3,7), (20,4, 5), (20, 5, 6), (60, 2, 3), (60, 5, 5)

a) Obtenga el diagrama de dispersion correspondiente al tiempo dedicado al
estudio y las calificaciones obtenidas en Estadistica.

b) £Se aprecia alguna tendencia?

¢) Estudie las relaciones existentes entre XY, XZ e YZ.

3.6 Al mismo grupo del ejercicio anterior se le ha pedido que escriba un digito al
azar entre 0 y 9 asi como el nimero de hermanos que tiene, obteniéndose los siguientes
pares de valores:

(7,4),(0,1),(2,1),(2,0),0,4),(7,4),(6,3), (8,5)
(7,3),3,2),(7,3),(2,1),(7,4),7,3), 8,4), (8,5)
(5,3), (3, 1), (4,2), (4,2),(5,3),(2,0), (4 2)
£Existe alguna relacion entre las variables?, £de qué tipo?

3.7 Se examinan 300 alumnos de una asignatura y durante el examen se les pre-
gunta por el tiempo que han dedicado a su preparacion (menos de una hora, entre una
hora y tres, més de tres), obteniéndose la siguiente tabla de calificaciones segtin el tiem-
po de estudio:

| Nota \ Horas Estudio || <1[1—-3] >3]

Suspenso 43 32 10
Aprobado 31 | 48 | 81
Notable 7 13 | 20
Sobresaliente 3 4 8
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£Estan relacionadas las calificaciones con las horas de estudio?
3.8 Dada la distribucion:

X\|1/1,5 2 [25]| 3 (375455
Y|1]1,5[295|565|8,8| 15 | 25 |32

a) Elija la mejor clase funcional para ajustar Y/ X y estime sus pardmetros.
b) Establezca la bondad del ajuste.
c¢) Calcule la previsién para Y cuando X = 7. Analice dicha prevision.

3.9 Dada la distribucion:

X\125|37 5 |75/10]12,5| 20
Y| 8 | 14 |23,75] 40 |62 | 90 |165

a) Utilice una ecuacién del tipo aX? para ajustar Y/ X.
b) Dé una medida de la bondad del ajuste.
3.10 Dada la distribucién:

X|1[1,5| 2 3 (4] 5|6 |7
Y|1]|1,75/2,65(4,7|7{9,5|12|15

a) Ajuste Y /X utilizando una funcién del tipo aX?.
b) Analice la bondad del ajuste.
3.11 Dada la distribucion:

X| 5 6 8 | 10| 13 | 18 | 20
Y |15]1,25|/0,93/0,7|0,46 0,23 |0,15

a) Estime los pardmetros de la clase funcional ab—%2X

b) Estudie la bondad del ajuste.

para ajustar Y/ X.
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Capitulo 4

Distribuciones de Probabilidad

La existencia de fenémenos o experimentos no deterministicos, donde el conoci-
miento de las condiciones en las que éstos se desarrollan no determinan los resultados,
hace imprescindible el uso de una funcién que asigne niveles de certidumbre a cada
uno de los desenlaces del fenémeno y ahi es donde aparece la teoria de la probabilidad.
Los experimentos o fendmenos que poseen la caracteristica anterior se denominan alea-
torios. Intuitivamente, la concrecién numérica del fenémeno mediante la asignacién de
valores con un cierto criterio, da origen a la variable aleatoria. Una correcta proyeccién
de estos conceptos es lo que va a permitir estudiar grandes colectivos a partir de peque-
fias partes de ellos, llamadas muestras, dando lugar a lo que se conoce como inferencia
estadistica.

La teoria de la probabilidad y la variable aleatoria van a permitir establecer un am-
plio catdlogo de modelos teéricos, tanto discretos como continuos, a los cuales se van
a poder asimilar muchas de las situaciones de la vida real. El estudio de los modelos
tedricos, incluyendo la caracterizacion a través de sus parametros, el cilculo de proba-
bilidades en sus distintos formatos y la generaciéon de nimeros aleatorios, van a facilitar
enormemente el andlisis de estas situaciones reales. Ese serd el objetivo del capitulo.

Antes de entrar en materia se describirdn una serie de fenémenos que se podran
asimilar a las distribuciones de probabilidad que se describirdn en este capitulo.

Ejemplo 4.1

= Si se contesta al azar un examen tipo test de 10 preguntas, donde cada una de ellas
tiene 4 posibilidades siendo s6lo una de ellas cierta, £qué ntiimero de aciertos es
mds probable?

» Cuando alguien pregunta por el niimero que sali6 en el sorteo de la ONCE, la
respuesta suele ser la unidad de dicho nimero: el 7, el 5,... £cémo se distribuyen
las unidades de los premios en el sorteo de la ONCE?

45
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= En las oposiciones es frecuente que se realice un sorteo publico extrayendo una
serie de bolas o papeletas de una urna o bolsa. Imaginese un opositor que se ha
preparado 60 temas de 100, de los que se seleccionan al azar dos de ellos, £qué
probabilidad tiene el opositor de que sea elegido al menos uno de los temas que
lleva preparado?

= Sabemos que el servicio de autobuses entre Cddiz y San Fernando tiene salidas
cada media hora entre las 6 am y las 12 pm, una persona que se ha olvidado el
reloj en casa llega a la estacion de autobuses en Cadiz £cudl es la probabilidad de
que espere menos de 10 minutos para coger el autobus?

= Se sabe que las bombillas de bajo consumo de 14 w tienen una vida media ttil de
10000 horas, mientras que las bombillas cldsicas por incandescencia de 60 w tienen
una vida media ttil de 1000 horas. Si cada dia se encienden unas 4 horas £cudl es
la probabilidad de que después de un ano estén funcionando las dos?, £y ninguna
de ellas?, £y al menos una de ellas?, £y como mucho una de ellas?

= Si se controlan el peso, la edad, la estatura, la talla de pantalén, las horas de estu-
dio, la nota de selectividad, ... de los 350 alumnos que estdn matriculados en 1z de
Empresariales y Econémicas en el campus de Cadiz y Jerez, £qué estructura tiene
su distribucién?

Cada una de las situaciones anteriores conlleva la realizacién de un experimento
aleatorio: “elegir una de las cuatro posibles respuestas en cada una de las preguntas”,
“extraer la bola del nimero de las unidades entre las 10 posibles”, “sacar 2 temas entre
1007, ..., que proporcionan resultados de distinta naturaleza. Asi, el ntimero de aciertos
que se puede obtener al responder las 10 preguntas “variara” entre 0 y 10, o sea, tiene
un ndmero finito de posibles valores, mientras que el tiempo de espera para coger el
autobts puede tomar infinitos valores dentro del intervalo (0,30), s6lo condicionado
por la precisién de los aparatos de medicién. Esto lleva a una primera gran clasificacion
entre modelos de probabilidad discretos y continuos. El primer problema a resolver serd
la eleccion del modelo tedrico apropiado para cada caso en estudio.

Para tener un buen manejo matematico de las distintas situaciones que se puedan
plantear dada la distinta naturaleza y la diversidad de los resultados que proporcio-
nan los experimentos, se necesita realizar una abstraccién cuantificada del experimen-
to. Para ello se asignard a cada uno de los posibles resultados del experimento aleatorio
(suceso elemental) un ntimero real. A esta aplicacion se le llamard variable aleatoria y se
designard por X, X : () — R. Asf en el primer ejemplo, la variable aleatoria consisti-
ria en asignar al suceso “responder correctamente siete preguntas” el ntiimero 7. Esta
asignacion no es tnica, se le podria haber asignado otro ntimero, por ejemplo 17, lo que
proporcionaria otra variable aleatoria, pero en este caso los valores no serian facilmente
identificables en términos del experimento de partida. Como norma, se intentard que la
asignacion se realice de la forma mads natural posible.
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DISCRETAS
Distribucién Pardmetros En Remdr
Binomial n = size; p = prob binom
Binomial negativa | n = size; p = prob | nbinom
Geométrica p = prob geom
Hipergeométrica | (N,K,n) = (m,n, k) | hyper
Poisson A = lambda pois

Cuadro 4.1: Tabla de distribuciones discretas

Ademds, por abuso de lenguaje, se tiende a confundir la aplicacién X con los va-
lores del conjunto imagen y se traslada la probabilidad de ocurrencia de un suceso al
valor correspondiente de la variable aleatoria; por lo tanto, se puede hablar de la pro-
babilidad de que la variable aleatoria tome un determinado valor. Las probabilidades
asociadas a cada uno de los valores de la variable aleatoria pueden ser organizadas
como una distribucién de probabilidad, expresindose mediante una tabla, una gréfi-
ca o una férmula, denomindndose en este tltimo caso, a la regla de correspondencia
valores—probabilidades, funcién de probabilidad.

Como se ha indicado, segtin la naturaleza de la variable aleatoria pueden considerar-
se distribuciones de probabilidad discretas o continuas. Las principales distribuciones de
probabilidad de variables discretas son: Binomial, Binomial Negativa, Geométrica, Hiper-
geométrica 'y de Poisson. Entre los modelos de variable continua destacan las distribucio-
nes: Normal, T-Student, Chi-Cuadrado, F-Snedecor, Exponencial, Uniforme, Beta, Cauchy, Lo-
gistica, Lognormal, Gamma, Weibull y Gumbel. Todas estas distribuciones estan recogidas
en Remdr. Se puede acceder a ellas en: Distribuciones—Distribuciones continuas,
oenDistribuciones—Distribuciones discretas, o también escribiendo directamen-
te en la ventana de instrucciones el nombre de la distribucién, poniendo delante una d,
si se quiere la funcién de densidad, una p para la funcion de distribucién, una q para los cuan-
tiles y una r para generar una muestra aleatoria de la distribucién; ademads, por supuesto,
de los argumentos necesarios en cada caso.

4.1. Distribuciones discretas

En la tabla 4.1 estan resumidas todas las distribuciones contenidas en la versién ac-
tual de Remdr, sus pardmetros (el nombre tedrico y el usado en el programa) y las
instrucciones correspondientes. Para cada una de las distribuciones discretas estdn dis-
ponibles las siguientes opciones:

= Cuantiles: Permite calcular el valor de la variable que deja a derecha o a izquierda
(segun se seleccione) una determinada probabilidad.
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= Probabilidades: Determina la probabilidad de que la variable tome un valor dado.

= Griéfica de la distribucién: Genera la grafica de la funcién de cuantia o de distri-
bucion.

» Muestra de la distribucion: Genera muestras aleatorias extraidas de la distribu-
cion.

» Probabilidades Acumuladas: Calcula bien el valor de P(X < x) (cola de la iz-
quierda), o bien, P(X > x) (cola de la derecha) para cada valor x.

Con el fin de familiarse con las distribuciones y su uso desde Remdr, se verdn ahora
algunos ejemplos representativos de las distribuciones mds usuales.

4.1.1. Distribucion Binomial

Ejemplo 4.2

Si un estudiante responde al azar a un examen de 8 preguntas de verdadero o falso.

a) £Cudl es la probabilidad de que acierte 4?
La variable X="numero de aciertos” sigue una distribuciéon Binomial de paré-
metros n = 8 y p = 1/2. Para calcular las probabilidades en Rcmdr se selec-
ciona: Distribuciones—Distribuciones discretas—Distribucién binomial—
Probabilidades binomiales. ..
En este caso se introduce Ensayos binomiales= 8y Probabilidad de éxito= 0.5y se
puede ver que P(X = 4) = 0,2734375.

>.Table < — data.frame(Pr=dbinom(0:8, size= 8, prob= 0.5))
>rownames (.Table) <- 0:8
>.Table

2]

.00390625
.03125000
.10937500
.21875000
.27343750
.21875000
.10937500
.03125000
.00390625

W ~NO O WN - O
[elelelNelNeNe e Ne ol

b) £Cudl es la probabilidad de que acierte 2 0 menos?
Se calculan ahora las probabilidades acumuladas: Distribuciones—
Distribuciones discretas—Distribucidén binomial—Probabilidades binomiales acumuladas
Para calcular la probabilidad de que acierte 2 preguntas o menos, en la ventana que
aparece, se debe indicar Valor de la variable= 2y Ensayos binomiales= 8, dejando
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marcada la opcién Cola izquierda.

>pbinom(c(2), size= 8, prob= 0.5, lower.tail=TRUE)
[1] 0.1445313

c) £Cudl es la probabilidad de que acierte 5 0 mas?
Para determinar la probabilidad de que acierte 5 o mds preguntas se reali-
za el mismo procedimiento, pero sefialando en la ventana emergente Valor de
la variable= 4, y Ensayos binomiales= 8, tomdndose la opcién Cola Derecha.

>pbinom(c(4), size=8, prob=0.5, lower.tail=FALSE)
[1] 0.3632813

4.1.2. Distribucion de Poisson

Ejemplo 4.3

Una cierta drea de Estados Unidos es afectada, en promedio, por 6 huracanes al afio.
Encuentre la probabilidad de que en un determinado afio esta drea sea afectada por:

a) Menos de 4 huracanes.
Se detine la variable X ="ntimero de huracanes por afio” y se sabe que ésta se distribu-
ye mediante una Poisson, porque describe el nimero de éxitos por unidad de tiempo y
porque son independientes del tiempo desde el tiltimo evento. Se calculardn ahora las
probabilidades:
Como en el caso anterior se sefiala Probabilidades Poisson acumuladas... tomando
ahora en la ventana emergente Valor(es) de la variable= 4,y Media= 6, para la op-
cion Cola izquierda.

>ppois(c(3), lambda =6, lower.tail=TRUE)
[1] 0.1512039

b) Entre 6 y 8 huracanes.
Para calcular la probabilidad de que ocurran entre 6 y 8 huracanes, se pueden sumar las
probabilidades P(X = 6) + P(X = 7) + P(X = 8) o restar las probabilidades acumula-
das, con la opcién Cola izquierda, P(X < 8) — P(X < 5). Como antes se calculan en
primer lugar las probabilidades acumuladas y se restan los resultados obtenidos:

>a <- ppois(c(8), lambda =6, lower.tail=TRUE)
>b <- ppois(c(5),lambda =6, lower.tail=TRUE)
>a-b

[1] 0.4015579

Distribucién de Poisson: Mean = 6

c) Represente la funcién de probabilidad de la variable alea-
toria que mide el nimero de huracanes por afno. La grdfica
se realiza en Distribuciones—Distribuciones discretas

0.10 0.15
1 1

Masa de Probabilidad
0.05
|

Mh,.“

T T T T
0 5 10 15

0.00
|
.
—e
—o

Fig. 4.1: Distribucién de
Poisson



50




51

4.1.3. Distribucién Hipergeométrica

Ejemplo 4.4

En un juego se disponen 15 globos llenos de agua, de los que 4 tienen premio. Los
participantes en el juego, con los ojos vendados, golpean los globos con un palo por
orden hasta que cada uno consigue romper 2.
a) £Cudl es la probabilidad de que el primer participante consiga un premio?

Para el primer participante la variable X="ntimero de premios conseguidos entre 2
posibles” sigue una distribuciéon Hipergeométrica de pardmetrosm = 11,n = 4,K = 2.
Para obtener respuesta a las cuestiones en Remdr se selecciona: Distribuciones—
Distribuciones discretas—Distribucién hipergeométrica. ..

Para calcular la probabilidad de que consiga un sélo premio se elige la op-
cion probabilidades hipergeométricas..., con m(nimero de bolas blancas
en la urna)= 11, n(nimero de bolas negras en la urna)= 4 y k(nimero de

extracciones)= 2, resultando P(X = 1) = 0,41904762.

>.Table < — data.frame(Pr=dhyper(0:2, m=11, n=4, k=2))

>rownames (.Table) <- 0:2
>.Table

Pr
0 0.05714286
1 0.41904762
2 0.52380952

b) Construya la gréfica de la funcién de distribucion.
Esta se obtiene en Distribuciones—Distribuciones discretas—
Distribucién hipergeométrica—Grafica de la distribucién

hipergeométrica. .., marcando la opcion grafica de la funcién de distribucién
(figura 4.2).

c) Si el primer participante ha conseguido sélo un premio, £cudl es la probabilidad
de que el segundo participante consiga otro?
Para el segundo participante la variable seguird una hipergeométrica de pardmetros m=
10, n= 3y k= 2, resultando P(X = 1) = 0,38461538.

4.1.4. Distribucién Geométrica. Distribucién Binomial Negativa

Ejemplo 4.5

Un vendedor de alarmas de hogar tiene éxito en una casa de cada diez que visita. Cal-
cula:
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Distribucién Hipergeométrica: m=11, n=4, k=2

2
P

®
=]

©
o

<
=]

Probabilidad acumulada

o
=]

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Numero de aciertos

Figura 4.2: Distribucién hipergeométrica

a) La probabilidad de que en un dia determinado consiga vender la primera alarma
en la sexta casa que visita.
Se define la variable X="ntiimero de casas que visita antes de conseguir vender
la primera alarma”, que sigue una distribuciéon Geométrica con Probabilidad de
éxito= 0.1. Se selecciona en Remdr Distribuciones—Distribuciones discretas—
Distribucién geométrica—Probabilidades geométricas....
Habra que calcular la probabilidad de que tenga 5 fracasos antes del primer éxito, obte-
niendo de la tabla la probabilidad P(X = 5) = 5,904900e—02.

b) La probabilidad de que no venda ninguna después de siete viviendas visitadas.
La variable X="ntimero de alarmas vendidas en 7 viviendas” sigue una distribucion Bi-
nomial con Ensayos binomiales= 8y Probabilidad de éxito= 0.1, luego en nuestro
caso se tiene P(X = 0) = 0,4782969.

c) Si se plantea vender tres alarmas, £cudl es la probabilidad de que consiga su
objetivo en la octava vivienda que visita?
Para abordar esta cuestion, se define la variable Y= “ntimero de casas que visita
antes de conseguir vender la tercera alarma”. Esta variable sigue una distribu-
cién Binomial Negativa de pardmetros Nimero de éxitos= 3, Probabilidad de
éxito= 0.1. En Rcmdr se selecciona Distribuciones—Distribuciones discretas—
Distribucién binomial negativa—Probabilidades binomiales negativas..., de

donde: P(Y = 5) = 1,240029¢—02.

4.2. Distribuciones continuas

En la tabla 4.2 estdan resumidas todas las distribuciones continuas contenidas en la
version actual de Remdr, sus pardmetros (el nombre tedrico y el usado en el programa)
y las correspondientes instrucciones.

Para cada una de las distribuciones continuas estan disponibles las siguientes opcio-
nes:



53

CONTINUAS
Distribucién Parametros En Remdr
Normal W = mean; o = sd norm
T-Student n=df t
Chi-Cuadrado n=df chisq
F-Snedecor n=dfl,m=df2 t
Exponencial A = rate exp
Uniforme (a,b) = (min, max) unif
Beta p = shapel; q = shape2 beta
Cauchy t = location;s = scale cauchy
Logistica t = location;s = scale logis
Lognormal | yu = meanlog;oc = sdlog | Inorm
Gamma p = shape; a = scale gamma
Weibull p = shape; x = scale weibull
Gumbel p = shape; & = scale gumbel

Cuadro 4.2: Tabla de distribuciones continuas

= Cuantiles: Permite calcular el valor de la variable que deja a derecha o a izquierda
(segtin seleccionemos) una determinada probabilidad.

= Probabilidades: Determina la probabilidad que queda acumulada a izquierda (o
a derecha) de un valor dado.

» Griéfica de la distribucién: Genera la grafica de la funcién de densidad o de dis-
tribucién.

» Muestra de la distribuciéon: Genera muestras aleatorias extraidas de la distribu-
cion.
4.2.1. Distribuciéon Normal

Trabajando directamente en R, para calcular los cuantiles normales se usarfa gqnorm,
agregando a ésta los argumentos necesarios. En concreto, para hallar el valor que, en
una N(0, 1), deja en la cola izquierda una probabilidad de 0,25:

’ gnorm(c(.25), mean =0, sd =1, lower.tail = TRUE) ‘

R-Nota 4.1

lower.tail = TRUE usa la cola de la izquierda, mientras que lower.tail = FALSE usa la
derecha. Los pardmetros lower.tail = TRUE, mean = 0 y sd = 1 pueden ser omitidos,
pues son los valores por defecto en esta funcion.
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Ejemplo 4.6

Una empresa estd buscando personal para su departamento de marketing. El pertil so-
licitado es el de sujetos extrovertidos y creativos. Se han presentado 50 candidatos y
la empresa ha establecido como criterio de seleccion el que los candidatos superen el
percentil 80 en creatividad y extroversion. Sabiendo que la variable extroversion (X)
se distribuye segtin una Normal de media 5 y desviacion tipica 1, que la variable crea-
tividad (Y) sigue una t-Student de 10 grados de libertad y que las puntuaciones de
creatividad y extroversion son independientes:

a) £Cudntos candidatos seran seleccionados?
Al ser X e Y independientes, la probabilidad P(X > PgyNY > Pg) = P(X >
Pgo) - P(Y > Pgy) = 0,20 - 0,20 = 0,04. Como se han presentado 50 aspirantes, seran
seleccionadas 0,04 - 50 = 2 personas.

b) £Qué puntuaciones debe superar un aspirante en creatividad y extroversion para
ser admitido?
Segtin el criterio de seleccion se debe superar el percentil 80, en ambas variables, para ser
admitido. Se calculara pues el percentil Py de la variable X e Y, utilizando los cuantiles
normales para la variable X:

> gnorm(c(.8), mean=5, sd=1, lower.tail=TRUE)
[1] 5.841621

y los t-cuantiles para la variable Y:

> qt(c(.8), df=10, lower.tail=TRUE)
[1] 0.8790578

c) Si se extraen al azar 16 candidatos, £cudl es la probabilidad de que su media arit-
meética en extroversion sea mayor que 4,57
Se sabe que al extraer una muestra de una poblacién normal de tamano n, la media de la
muestra, X, sigue otra distribucién normal de media igual que la poblacional y desvia-
cién tipica % Por lo que en este caso X ~ N(5, ;). Como se desea calcular P(X > 4,5),

se selecciona Cola derecha en la entrada de Probabilidades normales. ..

> pnorm(c(4.5) ,mean=5,sd=0.25,lower.tail=FALSE)
[1] 0.9772499

d) Dibuje las gréficas de densidad de las variables Extroversién y Creatividad.
Para ello se selecciona la funcion de densidad de ambas variables en Distribuciones—
Distribuciones Continuas. .., obteniéndose las figuras 4.3 y 4.4.

4.2.2. Distribucion Uniforme Continua
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Distribucién Normal: p=5,0=1

0.4
1

0.2 0.3

Densidad

0.1

0.0
|

Figura 4.3: Funcién de densidad de la variable extroversiéon (normal)

Ejemplo 4.7

Una persona informal hace esperar a su pareja aleatoriamente entre 0 y 90 minutos.
Harto de esta situacion, la persona que sufre la espera se plantea un ultimdtum, si al
dia siguiente su pareja tarda menos de 15 minutos mantiene la relacion, si la espera esta
entre 15 y 55 minutos, decide en la siguiente cita con los mismos criterios, mientras que
si tarda mds de 55 minutos la relacién termina en ese momento.

a) Represente grdficamente la funcién de densidad de la variable que modeliza esta
situacion.
Se define la variable X="tiempo de espera”, que sigue una distribuciéon uniforme
continua definida en el intervalo (0,90). En Rcmdr se selecciona Distribuciones—
Distribuciones continuas—Distribucién uniforme... Se elige Grafica de la
distribucién uniforme. .., marcando Funcién de densidad (figura 4.5).

b) Calcule la probabilidad de que la relacion continte hasta la siguiente cita.
En Probabilidades uniformes. .. se indica el valor de la variable y los limites del in-
tervalo, dejando la opcién Cola Izquierda.

> punif(c(55), min=0, max=90, lower.tail=TRUE)
[1] 0.6111111

¢) Calcule la probabilidad de que la relacién termine en la segunda cita.

b) En Probabilidades uniformes. .. se indica el valor de la variable y los limites
del intervalo, dejando la opcién Cola Izquierda.

> punif(c(55), min=0, max=90, lower.tail=TRUE)
[1] 0.6111111

c) Suponiendo que el tiempo de espera en una cita es independiente respecto de
otras citas, se calcula la probabilidad P(15 < X < 55) = P(X < 55) — P(X < 15) =
0,6111 — 0,1666 = 0,4445, que es la probabilidad de que aplace la decision para la
segunda cita y, en la segunda cita, la probabilidad de que lo deje definitivamente es
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Distribucién t: df = 10

0.2 0.3 0.4
1

Densidad

0.1

0.0

Figura 4.4: Funcién de densidad de la variable creatividad (t-student)

Distribucién Uniforme: min=0, max=90

Densidad

0.008 0.010 0.012 0.014

Figura 4.5: Funcion de densidad

P(X > 55) = 0,3888, luego multiplicando ambas probabilidades se obtiene el valor
pedido 0,1728.

4.2.3. Distribucién Exponencial

Ejemplo 4.8

La duracién media de un modelo de marcapasos es de 7 afos.

a) £Cudl es la probabilidad de que dure al menos 5 afios? £y menos de 3?
La variable X="tiempo de funcionamiento del marcapasos” sigue una dis-
tribucién exponencial con pardmetro A = 1/7. Utilizando la opcién
Distribuciones—Distribuciones continuas—Distribucién exponencial—
Probabilidades exponenciales... se obtiene P(X > 5)

> pexp(c(5), rate=0.1428, lower.tail=FALSE)
[1] 0.4896815
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Distribucién Exponencial: rate = 0.1428571

0.12
1 1

Densidad
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Figura 4.6: Gréfica de la funcién de densidad de una Exp(0.14285~ 1/7)

y de igual forma P(X < 3):

> pexp(c(3), rate=0.1428, lower.tail=TRUE)
[1] 0.3484493

b) Si han transcurrido ya 4 afios desde su implantacion, £cudl es la probabilidad de
que dure otros 4?
Teniendo en cuenta que 1 — F(x) = e %, se tiene que 1 — F(8) = e 8} = (e74*)2 =
(1 —F(4))? conlo que P(X > 8/X > 4) = (1—F(8))/(1—F(4)) = 1—-F4) =
0,5647182.

c¢) £Cudnto tiempo deberia funcionar un marcapasos para estar entre el 10 % de los
mds duran? Hay que calcular el percentil 90 seleccionando:

Distribuciones—Distribuciones Continuas—Distribucién exponencial—
Cuantiles exponenciales..., con las opciones Probabilidades= 0.9, Parametro de
la exponencial= 0.14285 y Cola Izquierda, o de forma similar, Probabilidades=
0.1, Parametro de la exponencial= 0.14285y Cola Derecha, resultando 16,12 afios.

d) Calcular el valor que deben tener a y b para que P(X < a) =05y P(X > b) =
0,32, De forma andloga al apartado anterior, en el primer caso habria que calcular la
mediana, a = 4,852, y en el segundo, el percentil 68, b = 7,97.

e) Represente la funcion de densidad de la variable aleatoria asociada. Figura 4.6.

4.2.4. Distribucion t-Student

Ejemplo 4.9

Una variable X sigue una distribucion t-Student con 16 grados de libertad.
a) Calcular la mediana y el percentil 85.
Habria que calcular Me de forma que P(t14 > Me) = 0,5, para ello se selecciona
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Distribucién t: df = 16 Distribucién Chi-cuadrado: df = 28

0.4

0.3

Densidad
|

0.1

Densidad
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.0

-4 -2 0 2 4 10 20 30 40 50 60

Figura 4.7: Gréfica de la funcién de densidad t14 y x28

Distribuciones—Distribuciones Continuas—Distribucién t—Cuantiles t...,
con las opciones Probabilidades= 0.5, Grados de libertad= 16 y Cola Izquierda
o, de forma similar, Probabilidades= 0.5, Grados de libertad= 16 y Cola Derecha,
resulta que el valor de la mediana es 0.

> qt(c(0.5), df=16, lower.tail=TRUE)
(1] o

El percentil 85 se calcula de forma parecida:

> qt(c(0.85), df=16, lower.tail=TRUE)
[1] 1.071137

b) Encontrar el valor de a de forma que P(—1 < X <a) =0,7.
Para calcular a, se descompone la probabilidad P(—1 < X < a) = P(X <a) — P(X <
—1), se calcula P(X < —1) utilizando la opcién Probabilidades t. ..

> pt(c(-1), df=16, lower.tail=TRUE)

[1] 0.1660975
y, se despeja P(X < a), resultando ser P(X < a) = 07+
0,166 = 0,866. Se selecciona ahora la opciéon Cuantiles t...,
> qt(c(0.866), df=16, lower.tail=TRUE)
[1] 1.147611

resultando el valor de a=1,147611.

c) Obtener la gréfica de su funcién de densidad. £Qué similitud tiene con la normal
N(0,1)?
Como se puede observar en la figura 4.7 su estructura es similar a la N(0;1) con Ia
particularidad de que en la zona central la t14 se encuentra por debajo de la normal,
consecuencia de tener una varianza mayor.

4.2.5. Distribucion Chi-cuadrado. Distribucion F-Snedecor
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Ejemplo 4.10

La variable X sigue una distribuciéon Chi-cuadrado con 28 grados de libertad.

a) Calcule la probabilidad de que X sea mayor de 7,5.
La  probabilidad  pedida  P(xus > 75), se  obtiene en
Distribuciones—Distribuciones Continuas—Distribucién Chi-cuadrado—
Probabilidades Chi-cuadrado..., con las opciones Valor(es) de la variable=
7.5, Grados de libertad= 28y Cola derecha. Su valor es 0,9999611.

> pchisq(c(7.5), df=28, lower.tail=FALSE)
[1] 0.9999611

b) Obtenga la funcién de densidad, £qué caracteristicas se observan?. Otra variable
Y sigue una distribucién F de Snedecor con ny = 8 y ny = 14 grados de libertad, si se
representa su funcién de densidad.
Como se puede observar en la figura 4.7 s6lo toma valores positivos y es asimétrica con
forma campaniforme, salvo paran < 2.

¢) £Qué similitudes hay entre las grdficas?
Como se aprecia en 4.8, en general, sus caracteristicas son muy similares a la funcién de
densidad de Ia x°.
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Distribucion F: Numerador df = 8, Denominador df = 1+

0.6

Densidad
0.4

Figura 4.8: Funcion de densidad Fg 14

4.3. Generacion de valores aleatorios

Hay situaciones donde es necesario generar valores aleatorios que sigan un deter-
minado patrén y que permitan estudiar el comportamiento de determinados modelos,
simular situaciones de laboratorio, generar la distribucién de una combinacién de varia-
bles, comparar valores muestrales con los extraidos de la verdadera poblacion en estu-
dio, ... En Remdr, para cada una de las distribuciones de probabilidad que tiene imple-
mentadas, se puede seleccionar la opcién Muestra de una distribucién. ... Asi, para
generar una muestra de tamafio 15 de una distribucién uniforme en el intervalo [0, 1],
se selecciona en Distribuciones—Distribuciones continuas—Distribucidén uni-
forme—Muestra de una distribucién uniforme.. .,y se introducen los pardmetros,
en este caso, para obtener los datos en formato de columna, Minimo= 0, Maximo= 1,
Nimero de muestras (filas)= 15y Nimero de observaciones (columnas)= 1.

> Muestras_uniformes < — as.data.frame(matrix(runif (15x*1,
min=0, max=1), ncol=1))

> rownames (Muestras_uniformes) < — paste(‘‘sample’’, 1:15,
sep=‘“’)

> colnames (Muestras_uniformes) < — ‘‘obs’’

Para mostrarlos en pantalla se escribe en la ventana de instrucciones el nombre que
se le haya asignado a la muestra:
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> Muestras_uniformes
obs
.22597988
.65997127
sample3 0.07038248
sample4 0.52902704

samplel O
0
0
0
sample5 0.04517561
0
0
0
0

sample2

sample6 0.73990437
sample7 0.90452613
sample8 0.60055627
sample9 0.99432508
samplel0 0.70652675
samplell 0.97110556
samplel2 0.24558711
samplel3 0.68375576
samplel4 0.95487024
samplel5 0.80651304

O también se puede pulsar el botén Visualizar conjunto de datos en Remdr. De
la misma forma se podrian generar muestras aleatorias para el resto de las distribucio-
nes de probabilidad.
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4.4. Ejercicios

4.1 Se responde al azar un examen tipo test de 10 preguntas donde en cada una
de ellas se plantean 4 posibilidades siendo sélo una de ellas cierta. Si se responden todas
las preguntas y, las preguntas con respuestas correcta suman un punto mientras que las
contestadas incorrectamente restan un cuarto de punto, se pide:

a) La variable aleatoria asociada.

b) Las graficas de la funcién de cuantia y distribucién y coméntelas.

¢) La probabilidad de obtener 3 aciertos.

d) La probabilidad de aprobar.

e) £Qué ntiimero de aciertos es mds probable?

f) £Cuéntos aciertos debe tener para quedar por encima de la mitad de la
clase?

8) £Y por encima de un tercio de la clase?

4.2 Dada la distribucién B(10;0,4), calcule las siguientes probabilidades:
a) P(X <8)
b) P(2 < X <5)
) P(X >7)
4.3 Un conocido fumador gorrén ha explotado tanto a sus compafieros que por
término medio cada uno de ellos le da un cigarrillo de cada diez veces que éste les pide.
a) £Cual es la probabilidad de que consiga 1 cigarrillo en menos de 5 inten-
tos?
b) Si pretende hacer acopio de cigarrillos para el fin de semana, £cudntas
veces, en promedio, tendrad que pedir tabaco para conseguir 20 unidades?

4.4 En las oposiciones es frecuente que se realice un sorteo publico extrayendo
una serie de bolas o papeletas de una urna o bolsa. Imaginese que un opositor se ha
preparado 60 temas entre 100, de los que se seleccionan al azar dos temas. Se pide:

a) La variable aleatoria asociada.

b) Las graficas de la funcién de cuantia y distribucién y coméntelas.

¢) La probabilidad de que le salga uno de los temas que lleva preparado.

d) La probabilidad de que le salgan dos de los temas que lleva preparado.

e) £Qué ocurre con la probabilidad anterior si aumenta el ntimero de temas
preparados a 80?

4.5 A un establecimiento de apuestas deportivas llega 1 cliente cada 3 minutos
por término medio.
a) £Cudl es la probabilidad de que en un periodo de 5 minutos lleguen mas
de 5 clientes?
b) £Cual es el nimero mas probable de llegadas en media hora?

4.6 Las compafias aéreas acostumbran a reservar més plazas de las existentes en
sus vuelos, dado el porcentaje de anulaciones que se produce. Si el porcentaje medio de
anulaciones es del 5 %, £cudntas reservas debera hacer una compafia para un vuelo con
200 plazas, si quiere con una probabilidad del 97 % que todos sus clientes tengan cabida
en dicho vuelo?
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4.7 El servicio de reclamaciones de una asociacién de consumidores recibe por
término medio 3 quejas a la hora.

a) Calcule la probabilidad de que en 1 hora no reciba ninguna reclamacion.
b) Calcule la probabilidad de que en 2 horas reciba entre 2 y 6 reclamaciones.

4.8 En una pecera hay 10 peces machos y 8 hembras, si se extraen aleatoriamente
5 peces, calcule la probabilidad de que 3 sean machos y 2 hembras.

4.9 Un jugador apuesta 5€ por tirada a un ntimero de los 37 que componen la
ruleta, si acierta, gana 180€. Calcule los beneficios esperados al cabo de 100 jugadas.

4.10 El servicio de autobuses entre Cadiz y San Fernando tiene salidas cada media
hora entre las 6 am y las 12 pm, una persona que se ha olvidado el reloj en casa llega a
la estacion de autobuses en Cadiz, se pide:

a) La variable aleatoria adecuada para esta situacion.

b) Las graficas de la funcién de densidad y distribucién y coméntelas.

¢) £Cuél es su media? £y su mediana? £y su moda?

d) La probabilidad de que espere menos de 10 minutos.

e) La probabilidad de que espere mds de 15 minutos, pero menos de 20.

f) £Cuaél es la probabilidad de que espere exactamente 11 minutos y medio?

4.11 Se sabe que las bombillas de bajo consumo de 14 w tienen una vida ttil media
de 10000 horas, mientras que las bombillas cldsicas por incandescencia de 60 w tienen
una vida util media de 1000 horas.Si cada dia se encienden unas 4 horas, en esta situa-
cion

a) Defina la variable aleatoria asociada.

b) Obtenga las gréficas de la funcién de densidad y distribucién y coménte-
las.

¢) £Cudl es su media? £y su mediana?

d) £Cual es la probabilidad de que después de un afio estén funcionando?

4.12 £Cual es la probabilidad de que de 10 personas elegidas al azar al menos 2
cumplan afios en el mes de Enero?

4.13 Durante la Segunda Guerra Mundial los alemanes bombardearon repetidas
veces Londres. Los expertos demostraron que se trataba de bombardeos indiscrimina-
dos y que cafan en cada accién y por término medio 2 bombas por cada cuadricula de
100 metros de lado. En vista a lo anterior, calcule la probabilidad de que en una cierta
cuadricula de 50 metros de lado no haya caido ninguna bomba durante un bombardeo.

4.14 Dada una distribucién normal de media 3 y varianza 9, calcule las siguientes
probabilidades:

a) P2 < X <5)
b) P(X > 3)
o P(X < -2)

4.15 La centralita de un programa de televisién que premia aquellos concursantes
que llaman dando la respuesta correcta de un concurso, atiende 1 de cada 10 llamadas
que se realizan.

a) £Qué ntimero medio de llamadas se tendrdn que realizar para ser atendi-
do?
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b) £Cual es la probabilidad de ser atendido a la primera?

4.16 Calcule en los siguientes casos el valor de 4, sabiendo que X ~ N (1,5).

a) P(0< X <a)=0,28

b)P(1-a<X<1+4a)=0,65

4.17 Se sabe que la alarma de un reloj saltard en cualquier momento entre las siete
y las ocho de la mafiana. Si el propietario del reloj se despierta al oir dicha alarma y
necesita, como minimo, veinticinco minutos para arreglarse y llegar al trabajo,

a) £Cual es la probabilidad de que llegue antes de las ocho?

b) Si el duefio del reloj sigue programando el reloj de la misma manera du-
rante 10 dias, calcule el nimero méas probable de dias en que llegara después de las
ocho.

4.18 Sise controlan el peso, la edad, la estatura, talla de pantalén, horas de estudio,
nota de selectividad, ... de los 350 alumnos que estdn matriculados en 1z de Empresaria-
les y Econémicas en el campus de Cadiz y Jerez. £Qué estructura tiene su distribucién?

4.19 De una tribu indigena se sabe que los hombres tienen una estatura que se
distribuye segtin una ley normal con media 1,70 y desviacion tipica ¢. Si a través de
estudios realizados se conoce que la probabilidad de que su estatura sea mayor a 1,80 es
0,12, calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar mida entre 1,65y 1,75.

4.20 Calcule la probabilidad de obtener mas de 200 seises en 1200 lanzamientos de
un dado no trucado.

4.21 Genere muestras de tamafio 10, 100, 500 y 1000 de una poblacién que sigue
una distribucién normal de media 3,5 y desviacion tipica 2. Estudie el comportamiento
de la media y desviacion tipica en las cuatro muestras.

4.22 Obtenga una muestra aleatoria de tamafio 50 para una caracteristica pobla-
cional que sigue una distribucién binomial de pardmetros n = 12 y p = 0,7. Calcule
su media y desviacion tipica comparandolas con los respectivos valores poblacionales.
Ademas, represente los datos mediante un diagrama de barras y compare los resulta-
dos con los observados en la grafica de la funcién de cuantia de la distribucién binomial.
£Qué ocurre si se aumenta el tamafio de la muestra a 500?



Capitulo 5

Inferencia clasica en poblaciones
Normales

5.1. Conceptos fundamentales

Hasta ahora los objetivos planteados se han limitado a explorar un conjunto de da-
tos describiendo sus caracteristicas principales o las relaciones entre distintos caracteres.
La intencién de este capitulo es hacer una primera incursién en lo que se conoce como
andlisis inferencial, en el que a partir del estudio de una muestra pequefa y represen-
tativa de miembros de un gran colectivo, se extraen conclusiones que afectan a todos
los elementos del mismo. Interesa, por ejemplo, conocer aproximadamente las princi-
pales caracteristicas del colectivo, como pueden ser la media, la desviacién tipica, su
estructura probabilistica,. . .

El enfoque que se le va a dar a este tema se conoce como cldsico. En él, las carac-
teristicas poblacionales a estudiar se consideran parametros (constantes desconocidas),
mientras que los elementos de la muestra se consideran variables aleatorias. La alter-
nativa a este enfoque vendria dada por la teoria bayesiana, en el que los parametros son
variables aleatorias, mientras que los datos que se poseen de la poblacién son conside-
rados constantes.

Desde un punto de vista intuitivo, parece razonable que si efectivamente la mues-
tra representa bien al colectivo, los pardmetros muestrales sean muy parecidos a los
poblacionales y aunque ciertamente este enfoque de estimacion puntual es bdsicamente
correcto, adolece de ciertas carencias que lo convierten sélo en una parte del proceso
inferencial.

Interesa dar una mayor consistencia al andlisis inferencial y ello se consigue desde
dos puntos de vista, que en muchas ocasiones son complementarios: la construccién
de intervalos de confianza y la realizacion de contrastes de hipétesis. Tanto uno como otro
tienen en cuenta el margen de error derivado de cierta pérdida de informacién, que se
produce al intentar explicar el comportamiento de una poblacién a partir del conoci-
miento de una parte muy pequefia de sus miembros. Para ilustrar lo dicho se introduce
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el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1

Una mdquina estd preparada para fabricar piezas de 7 cms de longitud. En una inspec-
cién se toman 1000 piezas fabricadas por dicha mdquina, comprobdndose que la media
de éstas es de 7,0037 cms. Si se tomaran decisiones sélo a partir de esta estimacion pun-
tual habria que concluir que la mdquina se ha desajustado y actuar en consecuencia.
Pero se estd desaprovechando informacién importante, como si la varianza de los da-
tos es alta o pequenia, o si, como parece, la distribucién de las longitudes es normal. La
utilizacion de dicha informacién va a permitir construir un intervalo de confianza para
la media de la poblacién o confirmar directamente si ésta se puede considerar igual a
7 cms. En todo caso se estard asumiendo un margen de error derivado del proceso de
extraccion aleatorio de la muestra, ya que si se eligieran otras 1000 piezas la media seria
distinta a la anterior.

En el caso de los intervalos de confianza, el objetivo es dar una cierta “garantia” de
la presencia del pardmetro dentro de un intervalo construido a partir de la muestra,
mientras que para el caso de los contrastes, la pretension es dar respuesta a si el valor
del pardmetro se encuentra, a la luz de la evidencia muestral, dentro de un conjunto de
valores especificados en lo que se conoce como hipétesis nula (Hy) o, por el contrario, se
haya dentro de su alternativo especificado por la hipétesis alternativa (Hy).

Se llama nivel de confianza, 1 — «, de un intervalo a la probabilidad (a priori) de que el
intervalo contenga el valor del pardmetro a estimar. La interpretacién habitual del nivel
de confianza es la probabilidad de que el intervalo de confianza, ya obtenido, contenga
el valor del parametro. Esta interpretacion es incorrecta pues una vez obtenido el inter-
valo el valor del parametro esta o no estd y no tiene sentido hablar de la probabilidad
de que esto ocurra. 1 — « debe interpretarse como la proporcién tedrica de intervalos
(ya construidos) que contiene al valor del pardmetro.

Para el caso de los contrastes, « es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuan-
do ésta es cierta y se conoce también como probabilidad de error de tipo I, 1 — « también
se llama aqui nivel de confianza. En el caso de los contrastes, existe un error asociado
al & que se conoce como B y que indica la probabilidad de no rechazar la hipétesis nula
cuando es falsa, conocido también como probabilidad de error de tipo 1I, 1 — 3 se conoce
como potencia del test. Ambos errores son contrapuestos y fijado un tamafio muestral
cuando uno de los dos crece el otro decrece. El cuadro que sigue recoge las distintas si-
tuaciones que pueden darse a la hora de realizar un contraste en término de los errores
y aciertos.

Decisién estadistica
No rechazar Hy Rechazar H
Estado Real = H)j cierta Correcta Error tipo I
de la cuestiéon Hj falsa Error tipo II Correcta




67

En el peor de los casos, a la hora de realizar un estudio inferencial se cuenta con la
informacién muestral, mientras que en las ocasiones mds favorables, se tiene un conoci-
miento bastante aproximado de la estructura de probabilidad de la poblacién analizada.
Cuando se hace uso de la distribucién de probabilidad de la poblacién estudiada se dice
que la inferencia realizada es paramétrica, mientras que si s6lo se hace uso de la mues-
tra, la inferencia es no paramétrica. El objetivo en los contrastes paramétricos es intentar
obtener informacién sobre los pardmetros desconocidos de la distribucién de la pobla-
cién bajo estudio. En el caso de los contrastes no paramétricos, su objetivo es intentar
determinar alguna caracteristica de la poblacién o de la muestra bajo estudio.

Puesto que los contrastes paramétricos utilizan més informacién que los no paramé-
tricos, ofrecen mejores resultados. Por ello, siempre que sea posible se debe recurrir a
los primeros.

Dependiendo de la estructura de sus hipétesis, se distingue entre los siguientes tipos
de contrastes:

1. Contrastes bilaterales: en ellos se propone un valor puntual para el pardmetro ba-
jo estudio, de forma que se rechazara bien porque la evidencia muestral lleve a
decidir que el valor es mayor que el propuesto o bien que es menor. Formalmente:

HQ:QZQO
H1:97£90

2. Contrastes unilaterales: en ellos se propone que el valor del pardmetro se encuentre
por debajo (o por encima) de un cierto valor. Las dos situaciones se plantearian de
la siguiente forma:

Hy: 0> 6 Hp : 6 < 0
Hyi:0 <6 Hyi:0> 6,

Se puede observar que en todos los casos el signo igual esta incluido en la hipétesis nula,
el motivo de ello se encuentra en el procedimiento que se va a utilizar para realizar el
contraste.

Las distribuciones asociadas al proceso de muestreo sonlanormal ylat de student
para el estudio de medias, la Chi-cuadrado para la varianza y la F de Snedecor para
la comparacién de varianzas; todas ellas estudiadas en el anterior capitulo. En general,
interesa analizar el comportamiento de la media, aunque el mismo va a depender del
conocimiento o no que se tenga de su varianza o si, para el caso de dos poblaciones
sus varianzas coinciden. No hay que olvidar que la varianza determina la escala de la
variable y siempre es mds facil comparar aquellas poblaciones con el mismo factor de
escala.

Es muy importante entender que en el contraste de hipétesis los roles que juegan las
hipétesis nula y alternativa no son equiparables y mucho menos intercambiables. En
todo caso, hay que ver este enfoque como una regla de confirmacién sobre una cuestion
que el investigador cree razonablemente que es cierta, siendo la funcién del contraste la
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EEX
Hipditesis altemativa
Media pablacional = mul & Hipétesis nula: mu = |0.0
Media poblacional < mud ( Nivel de confianzar |95
Media poblacional > mudl
Aoeptar | Cancelar Aypuda |

Figura 5.1: Ventana de didlogo para el test t

de validarla o, por el contrario, si la evidencia muestral en contra es muy fuerte, la de
rechazarla.

En este capitulo se estudiaran problemas que involucran a una o dos poblaciones,
mientras que en el capitulo 7 se generalizardn los resultados a mas de dos poblaciones.
Se aceptard, a expensas de poder comprobarlo en el préximo capitulo, que las pobla-
ciones siguen distribuciones normales; caso de que esto no fuera cierto, habria que re-
plantear el andlisis desde una perspectiva no paramétrica. Ademas, se supondra que las
muestras extraidas son aleatorias y que no existen valores anémalos. Igual que para la
normalidad, en el préximo capitulo se comprobaran estos supuestos.

5.2. Inferencias sobre una poblacién

En esta seccion se abordard el estudio de la media de una poblacién, de la que se dis-
pone de una muestra aleatoria simple de tamafio n. Aunque en el caso, poco frecuente,
de que se conozca la varianza de la poblacién se podria utilizar la distribucién Normal,
y que cuando el tamafio de la muestra sea grande (n > 50) la distribucién t de student
se puede reemplazar por la N(0,1), en general se empleara la propia t de student.

Ejemplo 5.2

Se considera que el fichero de datos peso_altura.dat es una muestra aleatoria simple
de la poblacién adulta de un municipio andaluz. Dicha muestra se utilizard para estu-
diar los valores medios del peso y la altura de la poblacion.

» Las caracteristicas muestrales se obtienen como siempre en Estadisticos—
Reslimenes—Restimenes numéricos. . ., seleccionando las correspondientes varia-
bles e indicando que se haga en funcién del sexo:

> numSummary (Datos[,c(‘‘ALTURA”’, ‘PES0’’)], groups=Datos$SEX0, statistics=c(‘‘mean’’,
““sd’’, ‘‘quantiles’’))
Variable: ALTURA

mean sd 0% 257 50% 75% 100% n
Mujer 171.0000 5.676462 159 167.00 170.5 175 182 46
Varon 177.1296 6.901043 167 171.25 178.0 182 194 54

Variable: PESO
mean sd 0% 25% 50 % 75% 100% n

Mujer 66.95652 4.340796 59 63.00 68.0 70 75 46
Varén 86.24074 10.504150 64 77.25 86.5 93 109 54
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= Intervalos de confianza. A continuacién se obtendrdn los intervalos de con-
fianza del 95 % para la altura de los hombres. Para ello se filtra la base de
datos por la variable sexo. A continuacién se marca Estadisticos—Medias—
Test t para una muestra, seleccionando en la ventana de didlogo la variable que
interesa, en este caso la altura, y comprobando que el nivel de confianza estd
tfijado en el 0,95(tig 5.1). Las instrucciones que se generan son:

> t.test(Hombres$ALTURA, alternative=’two.sided’, mu=0.0, conf.level=.95)
One Sample t-test

data: Hombres$ALTURA

t = 188.6138, df = 53, p-value <2.2e-16

alternative hypothesis: true mean is not equal to 0

95 percent confidence interval:

175.2460 179.0133

sample estimates:

mean of x

177.1296

De la salida interesa la parte que hace referencia al intervalo de confianza, la
media de altura de la poblacion de hombres se encuentra dentro del intervalo
(175,24;179,01) con una confianza, que no una probabilidad, del 95 %.

= Contraste bilateral. Como se puede observar en las instrucciones de R generadas
por Remdr, ademds de la variable y el nivel de confianza, el procedimiento t. test
incluye dos opciones mds. La primera de ellas es alternative y admite tres po-
sibilidades: contraste bilateral two.sided, contraste unilateral Hy : yu < jg less y
contraste unilateral Hy : p > pg greater. La segunda opcion permite fijar un valor
para la hipétesis nula mu=0. 0. Para realizar los distintos contrastes se va a retocar
la Iinea de instrucciones. En primer lugar se desea realizar el contraste:
Ho:p =175
{ Hy:p #175
con un nivel de significacion « = 0,01. Editando la linea de instrucciones y ejecu-
tando se tiene:

> t.test(Hombres$ALTURA, alternative=’two.sided’, mu=175.0, conf.level=.99)
One Sample t-test

data: Hombres$ALTURA

t = 2.2677, df = 53, p-value = 0.02745

alternative hypothesis: true mean is not equal to 175

99 percent confidence interval:

174.6205 179.6388

sample estimates:

mean of x

177.1296

Se puede observar que, respecto a la salida anterior al aumentar el nivel de con-
fianza ha aumentado la amplitud del intervalo y que el resto es practicamente
igual. Respecto al contraste se concluye que puesto que el p-value= 0,027, es ma-
yor que el nivel de significacion, x = 0,01, no hay evidencias para rechazar la
hipétesis nula. Se puede ver que en este caso el valor que Hy propone para la me-
dia se encuentra dentro del intervalo de confianza. Esto no ocurria en la salida
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anterior donde se habia fijado el nivel de confianza en 0,95, pues en ese caso 175
estaba fuera del intervalo.

= Contraste unilateral. Se plantea ahora la realizacion del contraste:

Hp: p > 180
{ Hy : p <180
con un nivel de significacion « = 0,1. Se edita de nuevo la linea de instrucciones y
se ejecuta:

> t.test(Hombres$ALTURA, alternative=’less’, mu=180.0, conf.level=.90)
One Sample t-test

data: Hombres$ALTURA

t = -3.0565, df = 53, p-value = 0.001752

alternative hypothesis: true mean is less than 180

90 percent confidence interval:

-Inf 178.3483

sample estimates:

mean of x

177.1296

En este caso el p-valor=0,0017 es mucho menor que el nivel de significacién y
por tanto se rechaza la hipétesis nula. Igualmente se puede comprobar que 180 no
pertenece al intervalo de confianza.

5.3. Inferencias sobre dos poblaciones

Para el caso de comparar las medias de dos poblaciones, ademas de comprobar las
hipétesis sobre normalidad y aleatoriedad, que como ya se ha comentado se veran en
el proximo capitulo, se plantean distintas situaciones. En primer lugar habra que de-
terminar si se tienen muestras independientes o pareadas (relacionadas). La diferencia
entre uno y otro caso es que en el segundo, se dan dos mediciones de la misma o similar
caracteristica para cada individuo o para dos individuos de idénticas, respecto de los
restantes, caracteristicas relevantes de la muestra.

Si se miden el peso de 50 alevines de truchas antes y después de una cierta die-
ta alimenticia, ambas observaciones estan relacionadas. La aplicaciéon de dos pomadas
en diferentes zonas de la piel de un individuo y la observacién de ambas respuestas
conduce a observaciones pareadas. A veces la dependencia no resulta tan evidente. La
longitud de la cola de trabajo de dos impresoras pueden parecer dos observaciones
independientes, sin embargo, si ambas impresoras presentan idénticas caracteristicas
tanto en prestaciones como en accesibilidad, la elecciéon del usuario dependera de las
longitudes de las colas existentes, introduciendo dependencia entre ambas longitudes.

Otra cuestion a tener en cuenta, para el caso de muestras independientes, es si las
varianzas de las poblaciones se pueden considerar iguales o no.
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Ejemplo 5.3

Para el caso de muestras independientes se usard el fichero
parque_eolico.dat, que contiene datos de la velocidad del [

viento, registrados durante 730 horas de forma simultdnea, | vei: o s onsi

en dos localizaciones alternativas (Parquel y Parque2). Se
tratard de establecer la localizacién mds aconsejable para la
instalacion de un parque de produccion de energia edlica. | v

Nombre del factar:

Hay que tener en cuenta, al importar este conjun- | —_.

Mombre del conjunta de datos apiladas:

Cancelar |

)0 X

ealico_apilada
velocidad

parque

Ayuda

to de datos, que el cardcter decimal viene dado en es-
te fichero mediante una coma. Por otra parte, la estruc-
tura de la base de datos es de dos columnas, conte-
niendo cada una de ellas las mediciones en cada lo-
calizaciéon. Aunque R puede trabajar con esta estructu-

Fig. 5.2: Ventana para api-
lar parque_eolico.dat

ra de datos, resulta mds manejable para Rcmdr si es transformada en dos varia-
bles, una continua que contenga las mediciones de viento y otra factor que indique
la localizacién. Esto se realiza desde el menti Datos—Conjunto de datos activo—
Apilar variables del conjunto de datos activo... En la ventana de didlogo
(fig. 5.2) se pide el nombre de la nueva base de datos que se ha venido a llamar
eolico_apilado, el nombre de la variable apilada, velocidad, y el nombre de la nue-
va variable factor, parque, cuyas clases se han denominado Parquel y Parque2.

Como se ha dicho es conveniente saber si las varianzas se
pueden considerar iguales o no a la hora de comparar las dos

poblaciones. Una primera idea sobre la igualdad de varianzas

es mediante la representacion simultdnea de los diagramas de  *| ——

caja de las muestras. Desde Graficas—Diagrama de caja...,

velocidad

se selecciona la variable velocidad y el grupo parque, obtenién-

dose la figura 5.3. "1

La comparacion de los diagramas sugiere la igualdad de va- L

rianzas. El test F permite constrastar dicha hipétesis, desde Packet

Estadisticos—Varianzas—Test F para

T
Parque2

parque

dos varianzas. .. seleccionando en este caso como factor la Fig. 5.3: Velocidad se-

variable parque y como explicada la variable velocidad.

gun tipo de parque

> tapply(eolico_apilado$velocidad, eolico_apilado$parque, var, na.rm=TRUE)
Parquel Parque2

10.50574 10.59477

> var.test(velocidad ~ parque, alternative=’two.sided’, conf.level=.95,
data=eolico_apilado)

F test to compare two variances

data: velocidad by parque

F = 0.9916, num df = 729, denom df = 729, p-value = 0.9093

alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1

95 percent confidence interval:

0.8574994 1.1466647

sample estimates:

ratio of variances

0.9915968
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Test t para datos emparejados E”§|E‘

Primera wanable [elegir una) Segunda vanable [elegr una)

[ FlE_

FIE_D' FIE D

Hipdtesis alternativa Nivel de confianza
Bilateral . .95

Diferencia <0

Diferencia > 0

Aceptar I Cancelar | Apuda

Figura 5.4: Contraste unilateral de fenofibrato

Como p-valor= 0,9093 > 0,05 no hay motivos para recha-
zar la igualdad de varianzas. Siendo asi, como se supone que
los datos estdn distribuidos normalmente y las varianzas son iguales, los dos parques
edlicos serdn igualmente productivos cuando la diferencia de sus medias no se sepa-
re significativamente de 0. Para realizar este contraste se selecciona Estadisticos—
Medias—Test t para muestras independientes... yen la ventana de didlogo emer-
gente se selecciona como grupo la variable parque y como variable explicada la
velocidad, marcando la opcién bilateral con el 95% de nivel de confianza y supo-
niendo las varianzas iguales.

> t.test(velocidad~parque, alternative=’two.sided’, conf.level=.95, var.equal=TRUE,
data=eolico_apilado)

Two Sample t-test

data: velocidad by parque

t = 0.9937, df = 1458, p-value = 0.3205

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-0.1645533 0.5024437

sample estimates:

mean in group Parquel mean in group Parque2

5.801795 5.632849

Al ser el p-valor= 0,32 > 0,05 no se rechaza que la diferencia de las medias sea
cercana a cero.

5.3.2. Muestras pareadas

Ejemplo 5.4

Para el caso de muestras pareadas se tomard el conjunto de datos fenofibrato.dat en
el que se quiere analizar si el tratamiento durante un afio con fenofibrato reduce el fi-
brinégeno, contando para ello con una muestra de 32 individuos. Se efectiia el Test t
enEstadisticos—Medias—Test t para datos relacionados. .., realizando un con-
traste unilateral (tigura 5.4).
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> t.test(Datos$FIB_A, Datos$FIB_D, alternative=’greater’, conf.level=.95,paired=TRUE)
Paired t-test

data: Datos$FIB_A and Datos$FIB_D

t = 7.5391, df = 31, p-value = 8.48e-09

alternative hypothesis: true difference in means is greater than O

95 percent confidence interval:

57.8178 Inf

sample estimates:

mean of the differences

74.59375

Al ser el p — valor < 0,001 se rechaza la hipétesis nula, con lo que se acepta que la
diferencia, entre los niveles iniciales y finales, es positiva. Con ello se puede deducir que
el tratamiento anual con fenofibrato reduce los niveles de fibrinégeno en el organismo
y existen asi evidencias acerca de su efectividad. Si se deseara confirmar que el trata-
miento produce un descenso de mas de 50 puntos en el nivel de fenofibrato, se deberia
tocar ligeramente la instrucciéon R incluyendo ese dato:

> t.test(Datos$FIB_A, Datos$FIB_D, alternative=’greater’, conf.level=.95, paired=TRUE,
mu=50)
Paired t-test
data: Datos$FIB_A and Datos$FIB_D
t = 2.4857, df = 31, p-value = 0.009265
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 50
95 percent confidence interval:
57.8178 Inf
sample estimates:
mean of the differences
74.59375

De nuevo dado que p < 0,001 se rechaza la hipétesis de que g < pp + 50 y se
concluye que el medicamento produce una disminucién de mds de 50 puntos en el nivel
de fenofibrato.
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5.4. Ejercicios
5.1 Utilizando el fichero de datos peso_altura.dat realice los siguientes ejerci-
cios:
a) Obtenga el intervalo de confianza del 90 % para la altura de las mujeres.
b) Obtenga los intervalos del 95 % para el peso de hombres y mujeres.
¢) Para un nivel de confianza del 99 % contraste si la media de la altura de
las mujeres es mayor o igual a 173 cms y la de los hombres menor o igual a 175 cms.
£Puede indicar la razén de este aparente contrasentido?
5.2 Para estudiar la diferencia de estaturas medias, medidas en centimetros, de es-
tudiantes varones en las facultades de ciencias de Cadiz y Mélaga, se toma una muestra
aleatoria de 15 estudiantes en cada facultad, obteniéndose:

Cidiz 182 170 175 167 171 174 181 169
174 174 170 176 168 178 180

Maélaga 181 173 177 170 170 175 169 169
171 173 177 182 179 165 174

Obtenga el intervalo de confianza al 99 % para la diferencia de estaturas medias entre
ambos colectivos de estudiantes. Se supone que las estaturas siguen una distribuciéon
normal.

5.3 Se esta realizando un estudio sobre la evolucién del nivel de colesterol de
las personas, para lo cual se seleccionan 10 individuos al azar y se les somete a una
nueva dieta alimenticia durante seis meses, tras la cual se les volvié a medir el nivel
de colesterol en mg/dl. Suponiendo normalidad, obtenga un intervalo de confianza al
90 % para la diferencia de medias.

Antes \200 156 178 241 240 256 245 220 235 200
Después \ 190 145 160 240 240 255 230 200 210 195

5.4 Una fabrica produce barras de hierro cuya longitud sigue una distribucién
Normal. A partir de la muestra:

100,9 101,2 100,2 100,4 99,8
100,1 101,5 100,4 101,7 99,5.

a) Encuentre un intervalo de confianza para la longitud media.

b) Tras revisar la maquinaria, se obtuvo una nueva muestra:
99,7 100,7 97,8 98,8 101,4
100,3 98,7 101,1 99,4 99,5.

Estudie si se produjo algtin cambio en la longitud media de la barras.

5.5 Una empresa de transporte de mercancias tiene dos oficinas en una determi-
nada ciudad. Al objeto de asignar un nuevo trabajador a una de las dos oficinas, la
direccién de la empresa decide analizar la productividad de cada una de ellas, contabi-
lizandose las facturaciones en los tltimos doce meses (miles de euros).

Ofic. 1\13,7 12,1 12,3 89 9,7 10,1 12,7 11,0 13,2 9,7 10,1 9,9
Ofic.2‘ 98 99 10,0 10395 93 11,1 139 98 95 7,3 7,9
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Suponiendo la normalidad de ambas poblaciones, £existen diferencias de facturacién
entre las dos oficinas?

5.6 Una empresa le propone al director de una fdbrica un nuevo método que,
supuestamente, reduce el tiempo empleado en el montaje de uno de sus productos.
Con el propésito de comparar tal método con el empleado habitualmente, seleccion6é
aleatoriamente a siete de sus empleados para que llevasen a cabo el montaje con los
dos sistemas y anot6 los tiempos empleados en el montaje, obteniendo los siguientes

resultados:
Trabajador |1 2 3 4 5 6 7

Método habitual | 38 32 41 35 42 32 45
Método nuevo 30 32 34 37 35 26 38

Supuesto que el tiempo de montaje sigue una distribucién Normal, £se puede afirmar
que efectivamente el nuevo método reduce el tiempo en més de dos minutos?
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Capitulo 6

Inferencia no paramétrica. Diagnosis del
modelo

En este capitulo se aborda en primer lugar la realizacién de contrastes sobre la cali-
dad de la muestra, a continuacién se estudian test de bondad de ajuste, haciendo espe-
cial énfasis en los de normalidad y, por altimo, se dan alternativas no paramétricas para
el caso de que las poblaciones no sean normales.

6.1. Pruebas de aleatoriedad

En esta seccion se abordaréa el estudio de la calidad de la muestra extraida de la
poblacién, y aunque el procedimiento de obtencién deberia garantizar unos niveles mi-
nimos de calidad, lo cierto es que en ocasiones los datos vienen impuestos sin que el
investigador haya podido supervisar el procedimiento de extraccién. No obstante y co-
mo en todo contraste, debe tenerse en cuenta que el test solo desestimara la hipétesis si
la evidencia muestral en su contra es muy fuerte.

En ocasiones, los elementos de la muestra se han obtenido en un marco territorial o
temporal. Imagine por ejemplo mediciones de una cierta magnitud econémica a lo largo
de un periodo de tiempo o niveles de un determinado elemento quimico en estudios de
contaminacion, bien en aire, agua o tierra. En estas situaciones es de esperar que las me-
diciones tomadas en un cierto entorno tengan ciertas analogias o presenten tendencias.
Para estudiar este tipo de situaciones se debe acudir a modelos especificos, como son
las series temporales o los modelos geoespaciales, en ambos casos existe un elemento
que sirve de variable de referencia o longitudinal: la fecha o el posicionamiento gps.
Sin embargo, en otras situaciones donde no se contempla esa variable de referencia, las
personas encargadas de realizar el muestreo, por comodidad o descuido, no adoptan
las medidas para garantizar la independencia de las mediciones.
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Ejemplo 6.1

Para analizar si existe autocorrelacion entre los elementos de una muestra, se consideran
los datos del PIB en billones de euros durante los tultimos diez anios: 13, 14, 18, 21, 22, 19,
20, 23, 27 y 30. Parece que deberia existir influencia del PIB de afios precedentes sobre
los posteriores. Para comprobarlo se aplicard el test de autocorrelacion de Ljung-Box,
contemplando autocorrelaciones de primer y segundo orden. Para la de primer orden,
se fija la opcién lag=1.

> x<- c(13, 14, 18, 21, 22, 19, 20, 23, 27, 30)
> Box.test(x, lag = 1, type = c(‘“‘Ljung-Box’’))
Box-Ljung test

data: x

X-squared = 4.2281, df = 1, p-value = 0.03976

Lo que indica, dado que p = 0,03976, que para un « = 0, 05 se rechazaria la hipétesis
de indepedencia lineal de primer orden, por lo que el valor del PIB del afio T influye
sobre la del afio T + 1. Si se analiza la correlacion de segundo orden, 1ag=2, se tiene:

> Box.test(x, lag = 2, type = c(‘“Ljung-Box’’))
Box-Ljung test

data: x

X-squared = 4.4046, df = 2, p-value = 0.1105

En esta ocasion y puesto que p > 0,05 no se rechaza la hipétesis de independencia y se
descarta la autocorrelacion de segundo orden.

Otra perspectiva desde la que analizar la aleatoriedad de la muestra, si ésta viene
dada en forma de variable binaria, es comprobar si existen muy pocas o muchas rachas,
entendiendo por racha al grupo de valores consecutivos iguales interrumpido por uno
de signo distinto. Si la variable no es de tipo binario, se la puede transformar para que
lo sea asignando las clases de la dicotomia en funcién de que el elemento muestral esté
por encima o por debajo de un determinado valor, tipicamente la mediana.

Ejemplo 6.2

Para analizar la independencia de los mismos datos del PIB del ejemplo anterior se apli-
card ahora el test de rachas. Previamente habrd que cargar el paquete tseries de series
temporales, bien desde el menti o con la instruccién library (‘‘tseries’’). En este caso
se realizard un contraste bilateral, rechazdndose la hipétesis nula tanto si existen mu-
chas rachas como si hay muy pocas, aunque las opciones de la funcién de R admitirian
que se especificaran contrastes de cardcter unilateral.

> runs.test(as.factor(x>median(x)))

Runs Test

data: as.factor(x > median(x))

Standard Normal = -1.3416, p-value = 0.1797
alternative hypothesis: two.sided
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Con la orden as. factor (x>median (x)) se convierte a la variable x en dicotomica,
dando cédigos distintos en funcioén de que el valor esté por debajo o por encima de la
mediana (20,5). La salida del procedimiento indica, puesto que p > 0,05, que no hay
evidencias para considerar los datos no aleatorios.

6.2. Pruebas de bondad de ajuste

En este epigrafe se contrastard si la estructura de la poblacién analizada se ajusta a
una determinada distribucién. En principio el procedimiento de obtencién de la infor-
macién debera ofrecer pautas para decidir si la poblacion tiene una u otra estructura
probabilistica. Asi, en el caso que mds nos interesa, si la variable se genera a partir de
la medicién objetiva de alguna caracteristica, ésta serd en general normal; la excepcién
se dara cuando se haya considerado un conjunto de individuos no homogéneos, mez-
clando grupos de edad, sexos, ...Si realmente se han mezclado grupos de individuos,
un andlisis exploratorio arrojard una estructura probabilistica multimodal, mientras que
si, por el contrario, la poblacién fisica es homogénea, la distribucién presentard, si aca-
so, problemas de simetria; en algunas ocasiones estos problemas se pueden solucionar
mediante transformaciones de los datos. También puede darse la circunstancia de que
distribuciones que converjan a la normal en situaciones ideales y para muestras gran-
des, como es el caso de la binomial o la Poisson, necesiten alguna transformacién para
mejorar la simetrfa. Se analizard esta cuestion en el capitulo de Anélisis de la Varianza.
Por ultimo, hay que indicar que en muchas ocasiones hay que realizar una operacion
de truncamiento para adaptar la distribucion tedrica al rango de valores de los datos en
estudio.

Ejemplo 6.3

En problemas ecolégicos es muy habitual que la abundan-
cia de una especie tenga una distribucion de tipo lognor-
mal respecto a los pardmetros ambientales, por tanto una
transformacion logaritmica convertiria a la abundancia en
una variable normal. Como se puede ver, no se trata de
una medicién de una caracteristica de los individuos, sino
de una medida de su abundancia respecto a una variable
ambiental.

Distribucién Lognormal: Media = 0, SD = 5(escala log)

° ‘

A continuacion se presentard un contraste especifico de no¥malidad,como es el test
de Shapiro-Wilk, y un par de test genéricos para evaluar la bondad del ajuste, uno para
cuando los datos son continuos, el de Kolmogorov-Smirnov, y otro para variables cate-
goricas, el test de la Xz_ En el caso de contrastes de normalidad, se recomienda el uso
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del test de Shapiro-Wilk para muestras pequefias n < 50, mientras que si las muestras
son grandes es preferible utilizar el test de Kolmogorov-Smirnov, salvo que los datos

vengan dados en una distribucién de frecuencias por intervalos donde se empleard la

X2

Ejemplo 6.4

El archivo de datos que se utilizard en este ejemplo es el caracoles.dat que incluye las
mediciones de dos variables, didmetro de las conchas (mm) y separacion entre las espi-
rales (um), para un conjunto de 20 individuos adultos de una especie de caracoles. Dado
el tamano de la muestra, se contrastard la hipotesis de normalidad mediante el test de
Shapiro-Wilk. Utilizando en este caso Remdr y marcando las opciones Estadisticos—
Restmenes—Test de normalidad de Shapiro-Wilk... se obtiene el cuadro de didlo-
go, donde se selecciona la variable didmetro (Diam).
En la ventana de resultados de Rcmdr se tiene
el S Elg]  tanto la instruccion de R como la salida del proce-
dimiento. En este caso el p-valor= 0,6869 viene a

‘Y ariable [elegr una)

W indicar que los datos se pueden considerar normales.
Separ

>shapiro.test (Datos$Diam)
Aceptar hapEmeMil* normalifmdstes

data: Datos$Diam

W = 0.9668, p-value = 0.6869

Ejemplo 6.5

Se estudiard la normalidad de la variable peso del fichero peso_altura.dat. Dado que
el nimero de individuos es grande, n = 100, se utilizard el test de Kolmogorov-Smirnov.
En primer lugar, con Remdr se calcula la media y la desviacién tipica del conjunto
de datos, resultando x = 73,37 y ¢ = 12,69. A continuacién se computardn las di-
ferencias entre la funcién de distribucion empirica muestral y la distribucion tedrica
N(73,37;12,69). Para ello se empleard el procedimiento ks . test.

> ks.test(Datos$PESO,pnorm,73.37,12.69)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: Datos$PESO

D = 0.136, p-value = 0.04939
alternative hypothesis: two-sided

En este caso y para un « = 0,05 se rechaza la hipétesis de que los pesos sigan una
distribucién normal.
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El test de Kolmogorov-Smirnov también se puede utilizar para comparar las distri-
buciones empiricas de dos conjuntos de datos, para ello en la instruccién se sustituiria
la distribucién a ajustar por la segunda variable.

Ejemplo 6.6

Se generan mediante instrucciones de R dos muestras aleatorias de 100 y 150 elementos
procedentes de distribuciones exponenciales de pardmetros 1 y 1,5, respectivamente,
mediante las instrucciones:

’x<-rexp(100,1); y<-rexp(150,1.5)

Aplicando de nuevo el test de Kolmogorov-Smirnov para comparar las funciones de
distribucion empirica de ambas muestras, se tendria:

>ks.test(x,y)

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: x and y

D = 0.2833, p-value = 0.0001310
alternative hypothesis: two-sided

Se puede comprobar que el test rechaza la hipétesis de igualdad de funciones de
distribucioén empiricas con un p-valor= 0,00013.

El anélisis de la bondad de ajuste de una serie de datos a una distribucion de pro-
babilidad se estudia mediante el test de la chi-cuadrado de Pearson. Béasicamente, el
estadistico x> evaluda las diferencias entre los valores observados y los valores ajusta-
dos por la ley de probabilidad. Se verdn a continuacién distintas situaciones y como se
resuelven con R.

Ejemplo 6.7

Para contrastar si un dado no estd trucado se lanza 60 veces, obteniéndose los siguientes
resultados:

xi|1 2 3 4 5 6
ni|7 12 10 11 8 12
La hipétesis a contrastar es que p; = 1/6, Vi, con lo que se tiene que E; = 60(1/6) =
10, Vi.
Para resolver el contraste con R basta introducir el vector de frecuencias, n —
(7,12,10,11,8,12), y escribir las instrucciones de R.

> n< —c(7,12,10,11,8,12)

>chisq.test(n)

Chi-squared test for given probabilities
data: n

X-squared = 2.2, df = 5, p-value = 0.8208

A la vista del p-valor no se rechaza que el dado no esta trucado.
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El test Chi-cuadrado permite contrastar la hipétesis de independencia entre dos atri-
butos organizados en tabla de contingencia.

Ejemplo 6.8

Se desea analizar la relacion entre el nivel de estudios del padre y la orientacion del
alumno hacia las ciencias en un determinado instituto de bachillerato. Se cuenta para
ello con la informacién obtenida en el centro.

Estudios padre
Orientaciéon | Ninguno | Bdsico | Medio | Superior
Orientado 23 12 34 32
No orientado 18 42 16 27

Para contrastar esta relacion se introduce la matriz de datos en Remdr como se des-
cribe en el ejemplo 3.1, obteniéndose los siguientes resultados:

> .Test <- chisq.test(.Table, correct=FALSE)
> .Test

Pearson’s Chi-squared test

data: .Table

X-squared = 24.1629, df= 3, p-value = 2.31e-05

Lo que indica que se rechaza la hipétesis de independencia y existe una relacion
entre los estudios de los padres y la orientacion hacia las ciencias de sus hijos.

Para el caso de tablas 2 x 2 se aplica el test exacto de Fisher, aunque existe la alternativa
de aplicar el test Chi-cuadrado con la correccién de Yates. Para aplicar esta correccion
bastaria especificar,correct=TRUE, en la instruccién de dicho test.

Ejemplo 6.9

En el conservatorio de musica de una ciudad se pretende estudiar la relacién existen-
te entre el sexo del alumnado y su aficién por los instrumentos de viento. Para ello,
observados los 482 estudiantes se tiene:

| Hombre Mujer
Aficionado 150 97
No aficionado 123 112

Se introduce la matriz de datos de la misma forma que en el ejemplo 3.1 seleccionan-
do la opcién de Prueba exacta de Fisher

>fisher.test(.Table)

Fisher’s Exact Test for Count Data

data: .Table

p-value = 0.06655

alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1




83

Por lo que para un nivel de significaciéon « = 0,05 no se rechaza, aunque con poca
evidencia, la hipétesis de independencia entre el sexo y la aficion a los instrumentos de
viento.

Se analizard ahora la bondad de ajuste de unos datos a una distribucién teérica no
uniforme.

Ejemplo 6.10

Durante la Segunda Guerra Mundial los alemanes bombardearon en diversas oca-
siones Londres. Al objeto de analizar si los bombardeos eran indiscriminados o
se hacian con intencion, se procedié a dividir la ciudad en cuadriculas y a contar el
numero de impactos en cada una de ellas. Los resultados se recogen en la siguiente tabla

Impactos |0 1 2 345
Numero cuadrfcu]as‘229 211 93 35 7 1
Las hipoétesis podrian ser expresadas, en términos probabilisticos, de la siguiente
manera

Ho: X ~ P(A)
{le X 4 P(A)

puesto que si las bombas caen indiscriminadamente, lo hacen de forma independiente
en un soporte continuo. Lo que, de ser cierto, indicaria que la variable que mide el
numero de impactos por cuadriculas debe ser Poisson.

En primer lugar, se estimard el pardmetro de la Poisson a partir de la media mues-
tral, resultando que A = 0,929. A continuacién se calcularan las probabilidades P(X =
i), coni =0,1,2,3,4 y P(X > 5) mediante Remdr.

Las probabilidades discretas se obtienen en:

Distribuciones—Distribuciones discretas—Distribucién de Poisson—
Probabilidades de Poisson... tomando media— 0,929.

>.Table
Pr

.3949
. 3669
.1704
.0528
.0123
.0023
0004
.0000

~No s WN - O
[elelelNeNeNeNe e

La probabilidad P(X > 5) se obtiene desde: Distribuciones—
Distribuciones discretas—Distribucién de Poisson—
Probabilidades de Poisson acumuladas..., tomando valor(es) de la variable—

4 ya que Remdr realiza P(X > 4)=P(X > 5),
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para la cola de la derecha y media= 0,929, resulta:
> ppois(c(4), lambda=0.929, lower.tail=FALSE)

[1] 0.002682857

Con objeto de comprobar si se verifica la restriccion de que todos los valores espe-
rados deben ser mayores a tres, se calcula n - P [X > 5] = 576-0,0027 = 1,5552 < 3,
por lo que debe procederse a una agrupacion de clases y considerar ahora P(X > 4). Se
obtiene que n - P[X > 4] = 576 - 0,015 = 8,64 > 3.

Se almacenan ahora estas probabilidades en un vector p, las frecuencias de los valo-
res que toma la variable en otro vector x y se aplica el test chi-cuadrado resultando:

>p< —c(0.3949,0.3669,0.1704,0.0528,0.0150)
>x< —c(229,211,93,35,8)

>chisq.test (x,p=p,rescale.p=TRUE)
Chi-squared test for given probabilities
data: x

X-squared = 1.0205, df = 4, p-value = 0.9067

Por lo que se puede afirmar de forma contundente, dado el valor de p, que los bom-
bardeos alemanes fueron indiscriminados.

6.3. Contrastes de localizacién y escala

Si se desestima la hipotesis de normalidad de los datos, no son aplicables los test
vistos en el capitulo anterior basados en dicha distribucién, siendo necesario utilizar
contrastes no paramétricos. Este tipo de test se basan en el anélisis de la situacién de los
elementos de la muestra respecto a determinadas medidas de posicién, muy en especial
respecto a la mediana. De esta forma, se estudia si los datos muestrales estan por encima
o por debajo de la mediana, es decir, se analiza el signo de su diferencia con la mediana;
o bien, se estudia la distancia ordenada a la que se encuentra de la mediana, es decir, se
considera el rango o la posicién que ocupa dicho elemento en la secuencia ordenada de
las diferencias.

En todo caso, las situaciones a analizar son las mismas del capitulo anterior: una
muestra, dos muestras independientes y dos muestras apareadas, a las que se intentara
dar respuesta con los ejemplos que siguen.

6.3.1. Dos muestras independientes

Ejemplo 6.11

Se estudiard mediante el test de Wilcoxon para muestras independientes si las
dos ubicaciones del parque edlico, cuya informacién se encuentra en el archivo
eolico_apilado.dat, tienen la misma potencialidad edlica. Para ello, en el ment de
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Test de Wilcoxon para dos muestras E”E”z‘

Grupos (elegir uno) “ariahle explicads (slegir una)

welocidad

Diferencia; <MNo hay grupos selecionados>

Hipotesis alternativa Tipo de prueba

Eilateral te Foromisian

Diferencia< Exacto

Diferencia >0 Aproximacian normal o

Aproximacion narmal con
correccion para la cortinuicad

Aceptar | Cancelar | Ayuda |

Figura 6.1: Test de Wilcoxon

Rcmdr se seleccionan las opciones de ment, Estadisticos—Test no paramétricos—
Test de Wilcoxon para dos muestras..., con lo que abre la ventana de didlogo 6.1.

Seleccionados los tinicos elementos de la base de datos, variable y factor, los resulta-
dos del andlisis son:

> wilcox.test(velocidad~parque, alternative="two.sided", data=Datos)
Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: velocidad by parque

W = 276269.5, p-value = 0.2228

alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Lo que implica el no rechazo de la hipétesis nula de igualdad de medianas, siendo
indistinta, desde esta Optica, la ubicacion del parque edlico.

6.3.2. Una muestra

Ejemplo 6.12

Se desea contrastar la hipétesis nula, con « = 0,05, de que la separacion mediana entre
las espirales (variable Separ) de los caracoles del fichero caracoles.dat es menor o
igual a 110 um. Se supondrd que los datos son aleatorios pero no normales y se utilizard
por tanto el test de Wilcoxon para una muestra. Trabajando directamente con R se tiene:

> wilcox.test(Datos$Separ,alternative=c("greater") ,mu=110)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction
data: Datos$Separ

V = 157, p-value = 0.006617

alternative hypothesis: true location is greater than 110

Por lo que se rechaza la hipétesis nula y se concluye que la separacion mediana es
superior a 110 um.
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6.3.3. Dos muestras pareadas

Ejemplo 6.13

Para documentar el caso de muestras pareadas se considera el mismo ejemplo que se
uso en el capitulo anterior, la eficacia del tratamiento con fenofibrato, suponiendo aho-
ra que la distribucién de la diferencia de medias no es normal. En este caso se quiere
probar la atirmacién del fabricante de que el tratamiento durante un afio con fenofibra-
to reduce el fibrinégeno en al menos 50 puntos. Se aplicard pues el test de Wilcoxon
para muestras pareadas. Para acceder al test, se ejecuta la secuencia de Remdr:

Estadisticos—Test no paramétricos— Test de Wilcoxon para muestras
pareadas. . .

Aunque las opciones de la ventana no admiten que se especifiquen diferencias, bas-
tard con retocar minimamente la instruccién anadiendo al final de la linea la opcién
mu=50.

> wilcox.test(Datos$FIB_A, Datos$FIB_D, alternative=’greater’, paired=TRUE, mu=50)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: Datos$FIB_A and Datos$FIB_D

V = 354, p-value = 0.01934

alternative hypothesis: true location shift is greater than 50

Asi para « = 0,05 se rechaza la hipétesis de que med4 — medp < 50 y se conclu-
ye que el medicamento produce una disminucion de mds de 50 puntos en el nivel de
tenofibrato.
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6.4. Ejercicios

6.1 Contraste la normalidad de la variable separacion entre las espirales (Separ)
del fichero caracoles.dat.

6.2 Mediante el test de Kolmogorov-Smirnov, compruebe la hip6tesis de igualdad
de las funciones de distribucién empirica de dos muestras de tamafio 200, procedentes
de poblaciones N(0;1) y N(0;1,3) previamente generadas.

6.3 Compruebe la hipoétesis de normalidad de la velocidad para cada una de las
ubicaciones en el fichero parque_eolico.dat.

6.4 Contraste la hipétesis de que los datos siguientes, generados aleatoriamente
mediante ordenador, procedan de una distribucién Uniforme en el intervalo [0,1] con
un nivel de significaciéon & = 0,05.

0,582 0,501 0,497 0,026 0,132 0,561
0,642 0,994 0,948 0,081 0,179 0,619

6.5 En un grupo de 100 personas se estudian los atributos color del cabello (mo-
reno, rubio y castafio) y color de los ojos (negro, marrén, azul y verde), obteniéndose la
siguiente tabla de contingencia:

Cabello
Ojos Moreno | Rubio | Castafio
Negros 20 8 4
Marrones 16 2 11
Azules 5 8 8
Verdes 10 5 3

£Estan relacionados dichos atributos?
6.6 Contraste si los datos de la siguiente muestra organizada como distribucién
de frecuencias proceden de una Normal.

(Li—y, Li] |
0,1 |1
(1,2] |3
2,3 |7
(3,4 |12
4,5 | 6
(5.6 |2
67 |1

6.7 Estudie, utilizando el contraste x*> de bondad de ajuste, si la siguiente muestra
de tamafio 30 procede de una Normal.

107 96 91 80 103 88 101 106 112 106
93 88 101 109 102 99 93 8 100 99
104 116 87 93 106 102 89 96 104 90
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6.8 Con el fin de estudiar el tiempo de vida, en horas, de las baterias de 7 voltios,
se extrae aleatoriamente un muestra de 10 de ellas, obteniéndose los siguientes resulta-

dos:
289 152 287 725 486

524 37.6 495 621 545
Proponga un modelo de distribucioén de probabilidad y estudie su ajuste.

6.9 Para medir la introversién se aplica a 12 individuos un test de personalidad
en sus dos variantes, 1y 2, que se supone la miden por igual. A partir de los datos de
la siguiente tabla, compruebe mediante el test de rangos de Wilcoxon, con un nivel de
significacion del 5 %, si es cierto que las formas 1 y 2 miden por igual la introversion.

Individuo| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Formal |12 18 21 10 15 27 31 6 15 13 8 10
Forma2 |10 17 20 5 21 24 29 7 9 13 8 11

6.10 Para estudiar cudl de los dos tratamientos contra la artrosis es mas eficaz se
eligen aleatoriamente dos muestras de 10 y 22 pacientes a los cuales se les somete a los
tratamientos 1 y 2, respectivamente. Pasados tres meses se valoran ambos tratamientos
de manera que el que tenga mayor puntuacién serd mas eficaz. La tabla siguiente refleja

los resultados obtenidos.
Tratamiento 1 ‘ 12 15 21 17 38 42 10 23 35 28

Tratamiento2 | 21 18 42 25 14 52 65 40 43 35 18
56 29 32 44 15 68 41 37 43 58 42
Utilice el test de Wilcoxon para evaluar si existen diferencias entre los dos tratamientos.




Capitulo 7

Introduccion al Andalisis de la Varianza

7.1. Conceptos basicos

Aunque en origen el Andlisis de la Varianza (ANOVA) fue introducido por Fisher pa-
ra evaluar los efectos de los distintos niveles de un factor sobre una variable respuesta
continua, desde un punto de vista puramente abstracto el ANOVA va a permitir genera-
lizar el contraste de igualdad de medias de dos a k poblaciones. Y esa es la perspectiva
en la que se va a centrar este ultimo capitulo. No se propondra pues ningtin mode-
lo tedrico, sino que el objetivo se limitard a usar la técnica para contrastar la hipétesis
Hy : p1 = po = ... = . Eso si, al igual que se ha hecho para una y dos poblaciones,
se evaluardn las hipotesis previas relativas a la calidad de la muestra, a la estructura
de probabilidad, normal o no, de la poblacién y a si las distintas poblaciones tienen
varianzas iguales o distintas, propiedad esta tltima conocida como homocedasticidad.

El ANOVA en su version paramétrica del test de la F, como todos los procedimientos
estadisticos, tiene un cierto grado de robustez frente a un relativo incumplimiento de
alguna(s) de sus hipétesis. En concreto, el test de la F soporta mejor las deficiencias res-
pecto a la normalidad que las relacionadas con la homocedasticidad. En todo caso, los
test son menos sensibles a las desviaciones de las hipétesis exigidas cuando el nimero
de observaciones de las muestras es aproximadamente el mismo.

Como libro de ruta se propone que, cuando se verifiquen todas las hipétesis exigi-
das la alternativa preferida sea el test de la F. Cuando se dé la normalidad pero no la
homocedasticidad, se recomienda el uso del test de Welch o el test de Kruskal Wallis. Si
falla, aunque no de forma drastica la normalidad, con valores de p entre 0,01y 0,05, la
robustez del test de la F le hace seguir siendo una buena opcién. Por tltimo, si fallara
fuertemente la normalidad, se recomienda el uso del test de Kruskal Wallis.

Si la conclusioén del test aplicado fuera el rechazo de la hipétesis nula, no ocurriria
como en el caso de dos poblaciones en el que claramente una de ellas tendria media
superior a la otra, sino que habria que evaluar las relaciones entre las k poblaciones,
bien dos a dos o a través de combinaciones entre ellas, mediante los denominados test
de comparaciones miiltiples. El resultado final de estas comparaciones desembocard en un

89
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mapa de relaciones que, debido a la naturaleza intrinseca de los test, no verificara en
general el principio de transitividad.

Existe una gran cantidad de test que realizan las comparaciones mdltiples, tratando
cada uno de ellos de adaptarse mejor a determinadas circunstancias. Cabe destacar,
por ser de uso mds extendido, los contrastes de Duncan, Newman-Keuls, Bonferroni,
Scheffé y HSD de Tukey. Dependiendo de que las comparaciones sean entre parejas de
medias 0 mds generales, combinaciones de las mismas, serd mas aconsejable el test de
Tukey o el de Scheffé. En el caso de comparaciones de parejas de medias, puesto que

el de Tukey proporciona intervalos de confianza de menor longitud, se preferira al de
Scheffé.

7.2. Diagnosis del modelo

Como se ha puesto de manifiesto, los primeros pasos a dar son los de comprobar si
las muestras son aleatorias y las poblaciones normales a través de los test descritos en el
capitulo anterior. A continuacion, si la muestra no estd contaminada y no hay desviacio-
nes importantes de normalidad, se comprobara la hipétesis de homocedasticidad y a la
vista de ambas pruebas se elegira el contraste adecuado. Puesto que ya se han visto los
test de aleatoriedad y de normalidad, se dedicaré este epigrafe a validar la hip6tesis de
homocedasticidad. Para ello, se empleara el test de homogeneidad de varianzas de Barlett.

Ejemplo 7.1

El archivo cebada.dat contiene informacion sobre la produccién de cuatro variedades
de cebada. Utilizando el test de Barlett se estudiard la homocedasticidad de los da-
tos. En Remdr, una vez cargados los datos, se selecciona: Estadisticos—Varianzas—
Test de Barlett, tomando en la ventana de didlogo, en Grupos, el factor tipo de ceba-
da, tipo, y en la variable explicada la produccién de la misma, prod.

> bartlett.test(prod~tipo, data=Datos)

Bartlett test of homogeneity of variances

data: prod by tipo

Bartlett’s K-squared = 5.9371, df = 3, p-value = 0.1147

Dado que p-valor= 0, 1147 no se rechaza la hipétesis de igualdad de varianzas para
los cuatro tipos del factor.

En muchas ocasiones las muestras que se emplean son de tamafio muy pequefio,
menores de 10 elementos, y dado que los test son en general muy conservativos, van a
tender a no rechazar la hipétesis nula debido a la escasez de informacién. Por ello, en
este tipo de situaciones, ademds de la aplicacion del contraste para validar la hipétesis,
es bueno analizar la naturaleza de los datos. En particular, cuando se trata de validar la
normalidad de los datos, si éstos no se han obtenido por un procedimiento de medicién
sino por observacién o conteo, los datos no van a ser intrinsecamente normales aunque
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pasen el test de normalidad. Para mitigar el problema se recomienda realizar una trans-
formacion de los datos. Entre las transformaciones mas importantes destacan la raiz
cuadrada y la arco seno. La transformacién raiz cuadrada se emplea cuando los datos
se obtienen a partir de un conteo de elementos, pues en ese caso la distribucién de los
mismos suele ser de tipo Poisson. Por otra parte, cuando se tienen los datos en forma de
tanto por uno, p, es decir que proceden de una binomial, se aconseja la transformacién

arcsen,/p.

7.3. TestdelaF

En este epigrafe se estudiara el contraste de igualdad de medias suponiendo que los
datos son normales y homocedadsticos. El test que se utilizard sera el de la F, que no es
sino la generalizacion del test de la t de student a k poblaciones.

Ejemplo 7.2

Para evaluar el indice de alfabetizacion de cuatro municipios de una determinada co-
marca, se ha pasado un test a varios habitantes de cada una de ellas con los siguientes
resultados.

Pueblo 1 | Pueblo 2 | Pueblo 3 | Pueblo 4
78 52 82 57
85 48 91 61
90 60 85 45
77 35 74 46
69 51 70
47

Los datos se han recogido en el fichero alfabeto.dat. Suponiendo que los datos son
normales y que las varianzas son iguales se aplicard el test de la F. En Remdr, una vez
cargados los datos, se selecciona Estadisticos—Medias—ANOVA de un factor...,lo
que da acceso a la ventana de didlogo del procedimiento donde se indicardn las varia-
bles a tratar, obteniendo en Remdr la siguiente salida:

> .Anova < — 1m(Ind~Pueblo, data=Datos)

> anova(.Anova)

Analysis of Variance Table
Response: Ind

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(> F)
Pueblo 3 4499.0 1499.7 22.433 5.632e-06 ***  --
Residuals 16 1069.6 66.8
Signif. codes: 0 ’*¥x”> 0.001 ’*%> 0.01 ’%’ 0.05 ’.” 0.1 > * 1
> tapply(Datos$Ind, Datos$Pueblo, mean, na.rm=TRUE) # means
P1 P2 P3 P4
79.80000 48.83333 80.40000 52.25000
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Intervalo de confianza del 95%

P2-P1 + =)

P3-P1

} 44

P4-PL - )

P3-P2 ! S —

P4 - P2

P4-P3 - ()
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Figura 7.1: Intervalos de confianza de Tukey

P1
5

P1

8.043631

P2
6

P3
5

> tapply(Datos$Ind, Datos$Pueblo, sd, na.rm=TRUE) # std. deviations

P2 P3 P4

8.183316  8.443933 7.973916

> tapply(Datos$Ind, Datos$Pueblo, function(x) sum(!is.na(x))) # counts

P4
4

> remove(.Anova)

Puesto que el p-valor < 0,001 se rechaza la hipétesis de igualdad de medias en el

indice de alfabetizacién de los cuatro municipios.

7.3.1. Comparaciones multiples

Bajo las mismas hip6tesis del test de la F, si se rechaza la hipétesis nula de igualdad
de medias se debe proceder a la realizacién de contrastes de medias dos a dos.

Ejemplo 7.3

Con los datos del ejemplo anterior y puesto que se ha rechazado la hi-
potesis de igualdad global se realizardn las comparaciones de medias dos a
dos. Se accede mediante la misma secuencia de ment, Estadisticos—Medias—
ANOVA de un factor..., a la ventana de introduccién de datos y opciones, marcando

ahora Comparaciones dos a dos de las medias.
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Ademads de la salida anterior Remdr crea dos bloques de instrucciones, una que ge-
nera la salida numérica de intervalos para las diferencias de medias y otra que construye
el grafico de dichos intervalos.

Anadlisis numérico:
El siguiente grupo de instrucciones crea la salida numérica.

> .Pairs < — glht(.Anova, linfct = mcp(Pueblo = “‘Tukey’’))

> confint(.Pairs)

Simultaneous Confidence Intervals for General Linear Hypotheses
Multiple Comparisons of Means: Tukey Contrasts

Fit: lm(formula = Ind~Pueblo, data = Datos)

Estimated Quantile = 2.8607

Linear Hypotheses:

Estimate lwr upr
P2 - P1 == 0 -30.9667 -45.1295 -16.8038
P3 - P1 ==0 0.6000 -14.1926 15.3926
P4 - P1 == 0 -27.5500 -43.2399 -11.8601
P3 - P2 == 0 31.5667 17.4038 45.7295
P4 - P2 == 0 3.4167 -11.6810 18.5143

P4 - P3 == 0 -28.1500 -43.8399 -12.4601
95% family-wise confidence level

El andlisis de la salida lleva a que P es igual a P; y mayor que P, y Py, que P es igual
a Py y menor que P; y que P3 es mayor que Py.

Analisis grafico:
Por otra parte, el siguiente grupo de instrucciones crea el gréfico

de intervalos de confianza para la diferencia de medias (figura 7.1).

> old.oma < — par(oma=c(0,5,0,0))

> plot(confint(.Pairs), col= ‘‘red’, main=‘‘Intervalo de confianza del
95%’,col .main=‘blue’’, xlab=‘‘ ’’, col.axis=‘‘blue’’)

> par (old.oma)

> remove(.Pairs)

7.4. Alternativa no paramétrica. Test de Kruskal Wallis

Como se ha indicado, si fallan las hipétesis de normalidad y/o homocedasticidad
se debe recurrir a una alternativa no paramétrica para realizar el test de igualdad de
medias. La solucién més extendida la proporciona el test de Kruskal Wallis. Dicho test
es una prueba basada en rangos con signos y es una generalizacion del test de Wilcoxon
al caso de k muestras.

Ejemplo 7.4

Suponga que se desea comparar el rendimiento de 5 tipos de neumadticos, A, B, C, Dy E,
para lo que decide probarlos en distintos coches de similares caracteristicas. Sus vidas
medias en rodaje, medidas en miles de kilémetros, vienen dadas en la siguiente tabla:
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Llantas Vidas medias
A 68 72 77 42 53
B 72 53 63 53 48
C 60 82 64 75 72
D 48 61 57 64 50
E 64 65 70 68 53

Para contrastar que no hay diferencias entre los cinco tipos de neumadticos se
elige el test de Kruskal Wallis. Los datos han sido almacenados en el fichero
neumaticos.dat dentro del repositorio de datos. En Remdr se activa la secuencia de
ment Estadisticos—Test no paramétricos—Test de Kruskal Wallis, abriéndose
la correspondiente ventana de didlogo donde se seleccionan variable y factor, en es-
te caso Km y Neum. Remdr proporciona en primer lugar las medianas de cada grupo y

seguidamente el estadistico de Kruskal Wallis junto con su p-valor.

> tapply(DatosKm, DatosNeum, median, na.rm=TRUE)
A B ¢ D E
68 53 72 57 65

> kruskal.test(Km~Neum, data=Datos)

Kruskal-Wallis rank sum test
data: Km by Neum
Kruskal-Wallis chi-squared = 6.4949, df = 4, p-value = 0.1651

A la vista de los resultados, p-valor = 0,1651, se concluye que no hay diferencias

significativas entre los rendimientos de los cinco tipos de neumaticos.



95

7.5. Ejercicios

7.1 Estudie, a partir de la tabla de datos porcentuales que se da, si las medias de
los tres niveles de un determinado factor son iguales.

Nivel I | Nivel II | Nivel III
8,1 8,6 12
9,2 8,9 13,2
9,5 7,4 13,1

7.2 Una empresa tiene en un establecimiento cuatro vendedores y pretende asig-
nar primas en funcién de las ventas. A la vista de la tabla de ventas en los tiltimos cinco
meses (miles de euros), indique si los cuatro vendedores son igualmente eficaces. De no
ser asi elabore el ranking en raz6n de las ventas.

Vend. 1 | Vend. 2 | Vend. 3 | Vend. 4
6,46 5,79 8,37 4,94
4,83 5,13 7,57 4,11
5,89 6,17 8,69 5,45
5,30 4,72 8,06 5,21
6,33 5,60 7,23 5,00

7.3 A partir de la cuenta de resultados que presentaban 13 entidades financieras
englobadas en los &mbitos europeo, nacional y regional se ha calculado el porcentaje
destinado a la generacién bruta de fondos, con los siguientes resultados:

Ambito | Generacién bruta de fondos
Europeo | 0,4 3,8 2,5 2,9

Tipoll 4,7 2,0 1,8 2,8

TipoIlll |0,9 3,7 3,1 6,2 2,7

£Puede considerarse que la proporcién de fondos es igual independientemente del
ambito de actuacion?

7.4 Una cierta planta ha sido cultivada con cinco fertilizantes distintos. Se desea
estudiar si el tipo de fertilizante influye en la longitud de la planta, para lo cual se han
medido las longitudes de cinco series de 10 plantas, obteniéndose para cada serie los
resultados que aparecen en el fichero plantas.dat. £Hay evidencia estadistica suficiente
para afirmar que las medias son diferentes? De ser asi, £existen tipos de fertilizante que
no se diferencien entre si?

7.5 Un fabricante esta interesado en la resistencia a la tensién de una fibra sinté-
tica. Se sospecha que la resistencia esta relacionada con el porcentaje de algodén en la
tibra. Suponer que la distribucién para cada porcentaje son aproximadamente norma-
les y se da la homogeneidad de las varianzas. Para ello, se emplean cinco niveles de
porcentaje de algodén. De 5 réplicas aleatorias se obtienen los siguientes datos:
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Porcentajede algodén | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
15 717 ]15|11| 9
20 12117 12|18 |18
25 1418 (18|19 |19
30 19125122(19|23
35 7110111 |15]11

£Puede considerarse que la resistencia de las prendas es la misma independiente del
porcentaje de algodon presente en sus fibras?



Apéndice A
Ficheros de datos

Puede accederse a los ficheros documentados en esta seccion en la direccién http:
//knuth.uca.es/ebrcmdr.

caracoles.dat Conjunto de datos que recoge las medidas del didmetro y la separacién
entre espirales (ym) de las conchas de 20 caracoles adultos.

cebada.dat Contiene informacién sobre la produccion de cuatro variedades de cebada
A,B,CyD.

chickwts Datos contenidos en el paquete “datasets” de R. Peso de 71 pollos sometidos
a distintos tipos de alimentacion Contiene dos variables, una numérica weight:
peso y un factor feed: tipo de alimentacién, con 6 niveles.

eolico_apilado.dat Los datos del fichero parque_eolico.dat apilados segtn las va-
riables velocidad y parque. Estos datos permiten trabajar méas comodamente en
Remdr.

fenofibrato.dat Niveles de fibrin6geno de 32 pacientes, antes y después de ser trata-
dos durante un afio con fenofibrato.

iris Datos contenidos en el paquete “datasets” de R. Provienen del famoso estudio
realizado por el estadistico y genetista Sir Ronald A. Fisher. sobre la clasificacion
de 3 especies de iris (setosa, versicolor y virginica). Las variables de estudio son la
longitud y el ancho del sépalo y, la longitud y el ancho del pétalo de las 3 especies
mencionadas.

neumaticos.dat Vidas medias en rodaje de 5 tipos de neumaéticos A, B, C, D y E, medi-
das en miles de kilémetros, probados en distintos coches de similares caracteristi-
cas.

niv_estudios_cadiz.dat Nivel académico de la poblacién gaditana. Fuente: Instituto
Estadistico de Andalucia.
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peso_altura.dat Fichero en el que se proporcionan peso, altura y presién arterial ini-
cial y final de un grupo de 100 pacientes sometidos a cierto foirmaco (Ca Antago-
nista + diurético, IECA o placebo).

reproduccion_vir.dat Numero de virus reproducidos en funcién del tiempo (minu-
tos) y de la temperatura (grados), segtin el tipo de cultivo (acido, basico o neutro).

titanic.dat Recoge informacién sobre el naufragio del buque Titanic (estatus econo-
mico, sexo, edad y supervivientes). Este es el fichero incluido en el paquete “data-
sets” de R y esta modificado para que se cargue correctamente en Remdr.

parque_eolico.dat Mediciones de la velocidad del viento (m/s) en dos localizaciones
alternativas (Parquel y Parque2) registradas de forma simultanea durante 730 ho-
ras.



Apéndice B

Tabla de medidas estadisticas

En la siguiente tabla se ofrece un resumen de las medidas mds usadas en estadistica

descriptiva con sus correspondientes instrucciones en R

Medidas de posicién

Instrucciones en R

Cuantiles

> quantile(datos,p)

con p vector de cuantiles
deseados.

> quantile(datos)
obtenemos todos los cuartiles.

Medidas de centralizacion

Media > mean(datos)

Mediana > median(datos)

Medidas de dispersién
Cuasivarianza > var (datos)
Cuasidesviacion tipica > sd(datos)
Varianza > var(datos)*
(length(datos)-1)/length(datos)

Medidas de dispersiéon | Instrucciones en R

Desviacion tipica

>sqrt(var (datos) *
(length(datos)-1)/length(datos))

Rango muestral

>max (datos)-min(datos)

Rango intercuartilico

>quantile(datos, .75)
-quantile(datos, .25)

Coeficiente de variacion

>sd(datos)/abs(mean(datos))

Medidas de forma

En el paquete fBasics

Coeficiente de curtosis

>kurtosis(datos)

Coeficiente de asimetria

>skewness (datos)
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Apéndice C
Tabla de modelos

Modelo Instruccién Ecuacién
Lineal >1m(Y ~ X, data=Datos) Y=a+b-X
Lineal
sin término | >1m(Y ~ 0+ X, data=Datos) |Y =a-X
independiente
>Im(Y ~ X + [(X?)+ Y =ap+a; - X+
Polinomial |+I(X3) +---+ I(X"), +ta, - X"
data=Datos)
Polinomial |[>1m(Y ~ 0+ X + I[(X?)+ Y =ap- X+
sin término |+1(X3) + -+ + I(X"), +---+a,- X"
independiente |data=Datos)
Potencial |>1m(log(Y) ~ log(X), Y =a-X? (1)
data=Datos)
Exponencial |>1m(log(Y) ~ X, data=Datos) |Y = e**0'X
Logaritmico |>1m(Y ~ log(X), data=Datos) |Y =a+ b -log(X)
Hiperbélico |>1m(Y ~ I(1/X), data=Datos) |Y =a+ &
Doble inverso | >1m(I(1/Y) ~ I(1/X), Y = ng
data=Datos) i
Lineal >glm(férmula, family= ()
generalizado |=familia(link), data=Datos)

(1) Los coeficientes a y b obtenidos en Remdr corresponden a la ecuacion log(Y)
a+b-log(X), con lo que el modelo potencial seria Y = ¢ - X?.

(2) familia puede tomar los valores gaussian, binomial, poisson, Gamma, inverse.gaussiar
quasibinomial y quasipoisson.La funcién de enlace (1ink) puede tomar distintos va-
lores segtin la familia seleccionada. Podemos ver las distintas opciones consultando en
la ayuda de R la funcién family (help(family) o 7family).
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