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MATEMATICA 2 - Primer Cuatrimestre 2017

Practica 3 - Transformaciones lineales

Ejercicio 1. Determinar cudles de las siguientes funciones son transformaciones lineales:

a) f:R* 5 R3 f(z1,22) = (21 — 22, 232, 1 4 21)

. TR2X2 am a2z ) _
b) [R5 R, f = aj1022 — a12a21
a G2

c)f:R2x2_>R2><3 f<a11 a12>:<a22 0 a12+a21>

as1 a2 0 a1 ax—an

d) f:R[X] =R f(p) = (p(0),p'(0),p"(0))

Ejercicio 2. Interpretar geométricamente las siguientes transformaciones lineales f : R? — R?.
a) f(z,y) = (x,0)
b) f(xay) = (l’, _y)

¢) f(z,y) = (x cost —y sent,x sent + y cost), con t € R fijo.

Ejercicio 3. Probar que las siguientes funciones son transformaciones lineales:
a) tr: K™ — K, tr(A) =>" Ay

b) f: K™ — K™ f(A) = BA donde B € K"™*" esta dado

c) 6:C*(R) = C=(R), o(f) =f

d) ©:C([0,1]) = C([0,1]), ®(f)(z) = [ () dt

)

e) € : K[X] = K, €,(f) = f(a), donde a € K

Ejercicio 4.

a) Mostrar que existe una transformacion lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (=5,3) y f(—=1,1) =
(5,2), y que es tdnica. Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2).

b) (Existe una transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (2,6); f(=1,1) = (2,1) y
f2,7) = (5,3)7

¢) Sean f, g : R3 — R? transformaciones lineales tales que

£(1,0,1) = (1,2,1), f(2,1,0) = (2,1,0), f(=1,0,0)=(1,2,1),
g(1,1,1) = (1,1,0), ¢(3,2,1)=(0,0,1), ¢(2,2,—1) = (3,—1,2).

Determinar si f = g.

d) Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal f : R? — R3 que satisfaga
que f(lv _17 1) = (27 a, _1)7 f(17 _17 2) = (CLQ, _17 1) y f(lv _17 _2) = (57 _17 _7)
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Ejercicio 5.

a) Calcular el nicleo y la imagen de cada una de las tranformaciones lineales de los ejercicios 1 y
2. Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo. En el caso que sea
isomorfismo, calcular f~!.

b) Clasificar las transformaciones lineales tr y €, del Ejercicio 2 en epimorfismos, monomorfismos

e isomorfismos.

Ejercicio 6. Sea f : R* — R3 la transformacién lineal dada por
f(z1, 29,23, 24) = (21 + 2 + 23 + 24, ¥1 + 322 + 223 + 424, 221 + T3 — T4)
Calcular Nu(f) e Im(f), y determinar el conjunto {(x1,z2,73,74) € R* : f(x1, 22,73, 74) = (2,0,6)}.
Ejercicio 7. Sea S = {((1,1,0,1),(2,1,0,1)) C R*. Hallar una transformacién lineal f : R* — R? tal
que Nu(f) = 5.
Ejercicio 8.
a) ;Existe f: R? — R* epimorfismo? ;Y un epimorfismo f : R?*? — Ry[X]?

JExiste f : R3 — R? monomorfismo?
.Y un monomorfismo f : {4 € R?*? : tr(A) =0} — {g € R3[X] : g(1) = ¢'(1) = 0}?
b) ;Existe alguna t.l. f: R? — R* tal que {(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} C Im(f)?
¢) {Existe algiin isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) = T, donde S = {(x1,22,73,24) €
R*/z1 + 29 +23 =0}y T = {(v1,22,23,24) ER* /201 + 24 =0, 29 — 23 = 0}?
Ejercicio 9. Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una t.1. f : R — R* que satisface
Nu(f) =S e Im(f) =T en los siguientes casos:
a) S=((1,2,1)), T = {(z1, 22, 73, 24) / 21 + T2 — 23 + 224 = O},
b) S=((1,-2,1)), T = {(x1, 22, x3,24) / 1 + 22 = 0, x3 + 224 = 0}.

Ejercicio 10. En cada uno de los siguientes casos definir una t.1. f : R? — R3 que satisfaga lo pedido
a) (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f)) = 1.
b) Nu(f) NIm(f)=((1,1,2)).
¢) Nu(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) N Im(f) = {0}.
d) f#0yNu(f) < Im(f).

Ejercicio 11. Calcular el rango de las matrices

101 00
00 31 1 -k -1 11000
01 10 , -1 1 k2 para cada k € R y 01100
1 07 0 1 k k-2 00110
01011
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Ejercicio 12. Sean f : R? — R*, f(z1, 20, 23) = (21+22, 21+23,0,0) y g : R* = R?, g(21, 29,23, 24) =
(x1—x2,2x1—122). Determinar el nicleo y la imagen de f, de g y de gof, y decidir si son monomorfismos,
epimorfismos o isomorfismos.

Ejercicio 13. En cada uno de los siguientes casos definir una t.1. f : R? — R3 que satisfaga lo pedido
@) f£0y fof=0. b) F£1dy fof=1d

Ejercicio 14.
a) Para t = 7 en el Ejercicio 2.c), calcular f2.
b) Hallar f: R? — R2, f #1d, tal que f3 = Id.
c) Hallar A € R?*2 A £ 1d, tal que A3 =1d. ;Y en R3%3?

Ejercicio 15. Sea f : R? — R? la transformacién lineal definida por
f(z1,22,73) = (v2, —22 + 273,21 — T2, 71 — ¥2)

y sean las bases B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} CR3 y
B’ ={(1,1,0,0),(1,-1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,1,-1)} C R*%.

a) Calcular [f]|gp.
b) Calcular Nu(f) e Im(f).

¢) Calcular las matrices inversibles @ € R*** y P € R3*3 tales que [f]gs = Q[f]ge/ P donde £ y
&' son las bases canénicas de R? y R?* respectivamente. ;Cuéles son?

Ejercicio 16. Sea f : R? — R? definida por

f(acl, T2, xg) = (1'1 + xo — 3,221 — 322 + 223,311 — 222 + .1'3).

1 00
a) Determinar bases By B’ de R? tales que [flggr=| 0 1 0
000
b) Si A esla matriz de f en la base canénica, calcular su rango y encontrar matrices inversibles @
1 00
y P talesque QAP=1| 0 1 0
0 00
1 00
¢) ;Existe una base B” de R3 para la cual [flzn =] 0 1 0 |?
000

Ejercicio 17. Sean B = {v1,v2,v3} una base de R? y B’ = {w1, ws, w3, ws} una base de R*. Sea
f:R3 — R* la transformacion lineal tal que

1 -2 1
-1 1 -1
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a) Hallar f(3v1 + 2vy — v3). ;Cudles son sus coordenadas en la base B'?
b) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

¢) Describir el conjunto {v € R? : f(v) = w1 — 3ws — wy}.

Ejercicio 18. Dada f : R?® — R? dada por
f(x1, 22, 23) = (21 + 2w2 + 213, 221 + T2 + 273, 271 + 222 + 23),
a) Calcular [f]g con B = {(-1,1,0),(-1,0,1),(1,1,1)}.
b) Verificar que f es un isomorfismo.

¢) Exhibir una matriz inversible P € R3*3 tal que [f]g = P~![f]eP. ;Cuédl es?

Ejercicio 19. Para las siguientes f : V — V, calcular [f]g, donde £ es la base canénica
a) V=R4X], f(P)=P,E={1,X,X? X3 X1}
b) V = R2X2, f(A) — At, E = {EH,EIQ,E21,E22}.

Ejercicio 20. Sea f : R* — R? dada por f(x1,22,73) = (21,71 + 222 — 23,221 + 229 — 23). Probar

o = O

1 0
que f es un proyector (i.e. fo f = f) y encontrar una base B de R? en la cual [f]g = [ 0 0
0 0

Ejercicio 21. En cada uno de los siguientes casos construir, si es posible, un proyector f : R3 — R3
que cumpla lo pedido

a) Nu(f) = {(z1,z2,23) /21 + 22+ 23 =0} e Im(f) = ((—2,1,1))
b) Nu(f) = {(z1,22,23) /31 — 23 =0} e Im(f) = ((1,1,1))

y en caso que sea posible encontrar una base B de R? tal que [f]s sea una matriz diagonal con solo 1
o 0 en la diagonal.



