LOGICA Y COMPUTABILIDAD
Primer cuatrimestre — 2017

Préctica 7: Teoria de la computabilidad

Primera parte

1. Probar que una funcién f : N — N es recursiva si y sélo si la funcién caracteristica de
su grafico

1 siy=
g(x'y):{ 0 5157&%3

es recursiva.

2. Sea f : N = N una funcién recursiva y suryectiva. Probar que existe una funcién recursiva
e inyectiva ¢ : N — N tal que g(f(x)) < x para todo x € N.

3. Probar que existe una funcion recursiva primitiva g(u, v, w) tal que
3
(D( ) (u/ 0,w, Z) = q)g(u,v,w) (Z)

4. Probar que las siguientes funciones son parcialmente computables:

s = T e
hx) = {0 si®(x,x) |

1 en otro caso

Random Fact. El pais mds cercano a la antipoda de Pyongyang, la capital de Corea del Norte, es Argentina.
En caso de que desde alli se emitiera radiaciéon nuclear, Argentina seria uno de los lugares mas seguros.

5. (a) Sea f la siguiente funcién:

fo={ 3 S0k

1 en otro caso

Probar que f es parcialmente computable y que existe una funcién recursiva primitiva h
de una variable tal que f(x,y) = ¢y (y)(y)-
(b) Probar que yy) es una funcion constante si y s6lo si x(x) estd definida.

(c) Probar que el conjunto de los niimeros naturales x tales que 1, es constante no es recur-
sivo.

6. Sea f : N — N una funcién computable biyectiva. Probar que Halt(f(x),x)) no es compu-
table. Sugerencia, considere la funcién:

h(x) = { 1 sig(x, f7'(x) 1

1 en otro caso

7. Sea f una funcién parcialmente computable. Decidir si la siguiente funcién es parcialmente
computable:

2(x) _{ 1 six € Domf

1 six & Domf
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8. Probar que la siguiente funcién no es parcialmente computable:

[ 1 siyestdenlaimagen de iy
floy) = { 0 en otro caso

9. Decimos que una funcién parcialmente computable f es extensible si existe una funcién g
total computable tal que f(x) = g(x) para todo x en el dominio de f. Probar que existe una
funcién parcialmente computable que no es extensible.

10. Probar que hay funciones parcialmente computables g de una variable para las cuales la
funcién f definida por

1 sig(x)=y
xX,y) = .
flxy) { 0 sig(x) #y
no es computable. ;Qué podria decir de f cuando g es total computable?
Segunda parte

11. Probar que el conjunto {x € N : dominio de ¢y = @} no es recursivo.

12. Probar que los siguientes conjuntos no son recursivos:
1. {(x,y) e NxN:y € rango de §}.
2. {(x,y) e NXN: ¢ =9, }.
3. {x € N: rango de ¥, es infinito}.
13. Probar que todo conjunto recursivamente enumerable infinito contiene un subconjunto
recursivo infinito.
14. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:

1. Si B es recursivamente enumerable, entonces B es recursivo o N\ B es recursivo.

2. Si (By)nen es una familia numerable de conjuntos recursivamente enumerables, entonces
Us—1 Bn es recursivamente enumerable.

15. Probar que si B es recursivamente enumerable y f es una funcién parcialmente computable
entonces f ! (B) es recursivamente enumerable.
16. Probar que las siguientes funciones no son computables.

(1 siWex=2x
1 fx) = { 0 en otro caso

[ 1 siDom¥Y,=0
2. f(x,y) = { 0 en otro caso
3. flxy) = { 0 en otro caso

[ 1 siimagen ¥yes infinita
4 flxy) = { 0 en otro caso

| 1 sile€Dom ¥y
5 flxy) = { 0 en otro caso

17. Decidir si los siguientes conjuntos son recursivamente enumerables:

1. {x e N:y, (0) |}
2. {x e N:ypy (x) L}
3. {x € N: dominio de i, = @}.

18. Probar que B es recursivamente enumerable e infinito si y s6lo si existe una funcién
f: N — Ninyectiva y recursiva tal que el rango f es B.
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19. Probar que B = {x € N: 1 € Dom ¢} es recursivamente enumerable, pero no es recursi-
vo.

20. Probar que los siguientes conjuntos son recursivos.

(@) B = {x € N: ¢« (x) se puede computar en menos de x pasos}
(b) B ={x € N: el programa con indice x tiene menos de x lineas}

21. Decidir si son recursivos los siguientes conjuntos.

(@) B={xeN:y,(x)=0}
() B={xeN:yy(x) <x}
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