LOGICA Y COMPUTABILIDAD
Primer cuatrimestre — 2017

Préctica 2: Interpretaciones y modelos de primer orden

Semadntica y valuaciones proposicionales

Recordemos que dos férmulas « y B son equivalentes, y se nota a« = 8, si y sélosiv (a) = v (p)
para toda valuacién v.

1. Sea £ un lenguaje de primer orden. Dado dadas variables proposicionales p1,pa...,Pn,-- .
podemos interpretarlas a partir de férmulas sin variables libres a1, a3 . .., &y, ..., reemplazando
cada instancia de p; la féormula «;. A la férmula que queda de sustituir en una férmula
proposicional ¢ las variables por las férmulas sin variables libres (;);cn la notamos ¢q.

(a) Probar que a partir de dicha sustitucién, toda interpretaciéon 7 de £ da lugar a una
valuacién proposicional v7 en la cual v (p;) = Vz(a;).

(b) Sea ¢ una férmula proposicional. Si ¢ es una tautologia entonces Vz(¢,) = 1. De la
misma manera, si ¢ es una contradicciéon entonces Vz(¢,) = 0.

2. Sea v : Form — {0,1} una valuacién. Si s6lo se conocen v (p1),v(p2) y v (p3), siendo
v(p1) =v(p2) =v(p3) =0, decidir si es posible calcular v («) en los siguientes casos:

a)x = (—p1). d) a = (—py).
b) a = ((p5V ps) = p1). e)a = ((ps = p5) = (ps A po))-
o a=((p1Vp2) = p3) f)a = (p1 = p1).

3. Demostrar que las siguientes pares de férmulas son equivalentes:
. (p1Apa); (= ((=p1) V (=p2)))-
2. (pr A (p2Vp3)); (1 Ap2) V (p1 A p3))-
3 (p1 = p2); ((=p2) = (=p1))-
4. Dadas las siguientes tablas de verdad, construir proposiciones a las que éstas correspondan:

pilpe|ps|a pilpa|ps|a
0 10 [0 [1 0 10 [0 |1
00|10 00|10
01 |0 |1 01 |0 |1
a1 o |0 |1 b1 [0 [0 |0
011|110 0110
1]0 |1 o0 110 |1 |1
111 10 |1 111 |0 |1
11111 o0 1111 |0

5. Sean «, B € Form.
1. Probar que si (« A B) es una contingencia, entonces «a es contingencia o f es contingencia.
2. Probar que si # y B no tienen variables proposicionales en comtin y « y § son contingen-

cias, entonces (a A B) es contingencia.

6. Sean « y 5 dos férmulas sintdcticamente equivalentes (ver Practica 1).

(a) ¢Son necesariamente equivalentes?

(b) ¢Si « es una tautologia, B es una tautologia?

(c) ¢Sia esuna contradiccién, B es una contradiccién?

(d) ¢Sia es una contingencia, B es una contingencia?

7. Dado un conjunto de conectivos, se dice que es adecuado si toda tabla de verdad puede ser
representada por una férmula que esta construida sélo con los conectivos de este conjunto.
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(a) Probar que son adecuados {—,A,V}, {—, A}, {—=,V}, {—, =}
(b) Demostrar que no son adecuados {—}, {V, A}, {V,—}.

Interpretaciones

Un lenguaje de primer orden se dice con igualdad si posee un simbolo de relacién binaria
(notado con =) de modo tal que en toda interpretacién, éste siempre se interpreta como la
relacién de igualdad.

8. Sea L el lenguaje con igualdad que consiste de un simbolo de funcién binario f y una
constante c. Para cada una de las siguientes interpretaciones

@ U =N filxy)=x+y =1Ly

(b) =N, fh(xy)=x-y,c0=0,

determinar qué propiedad describen las siguientes sentencias y analizar si son ciertas o falsas
en dicha interpretaciéon. En caso de que sean ciertas, determinar si son ciertas en cualquier
interpretacion.

L Vxdy (x=f(yy)Vx=f(f(yy)0)
2. WVx(x=fyy)vx=f(fyy))
3. VaVy (f (v, y) =c = (x=cVy=c)),
9. Sea L el lenguaje de primer orden con igualdad, que no posee ningtn otro simbolo. Deter-
minar sentencias que describan en una interpretacién arbitraria las siguientes propiedades:
(a) Existen al menos dos elementos.
(b) Existen exactamente dos elementos.
(c) Existen a lo sumo dos elementos.
10. Sea L el lenguaje de primer orden con igualdad, que posee ademds un simbolo de rela-
cién P. Determinar sentencias que describan en una interpretacién arbitraria las siguientes
propiedades:
(1) Existen a lo sumo dos elementos y al menos uno de ellos cumple la propiedad P.
(b) Si existe un elemento que cumple la propiedad P, es tnico.
(c) Existe un elemento que cumple la propiedad P y es tnico.

Recordar Sean £ un lenguaje e 7 una interpretaciéon de dicho lenguaje. Un subconjunto A
del universo de I se dice definible (o distinguible) si existe una férmula ¢ de £ que con una
unica variable libre x, de modo tal que la sentencia que queda de hacer la sustituciéon ¢(x/u)
en el lenguaje extendido £z (para algtin elemento u del universo U7) es verdadera en Z si y
solo si u € A. En otras palabras

A ={u €Uz : ¢(x/u) es verdadero}.

Un elemento u se dice definible si {u} es definible.

11. Sean L un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binario f y Z; e 7, las siguientes
interpretaciones de £:  a) Z; = (N, +). b) Z, = (N,:).  Probar que 1 es un elemento
distinguido en ambas interpretaciones.

12. Probar que si A1, Ay, ..., Ay son conjuntos definibles de un universo, entonces la unién
Ul A;j y la interseccién N, A; son definibles.
1 =

13. Probar que si el universo de una interpretacion es finito con n 4+ 1 elementos, y tiene la
propiedad que 7 elementos del universo son distinguibles, entonces todos los elementos son
distinguibles.
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14. Sea L un lenguaje de primer orden y que posee simbolo de predicado binario <. Deter-
minar sentencias que definan a < como una relacién de orden, es decir, determinar sentencias
que determinen exactamente que < es reflexivo, antisimétrico y transitivo. Decimos que L es
un lenguaje con orden si posee dicho simbolo y requerimos que en toda interpretacién de £, <
sea una relacién de orden. Esto es, las interpretaciones son modelos para las sentencias antes
descriptas.

15. Sea L un lenguaje con orden. Determinar que conjuntos son definidos por la férmula
a=Fyz((y<)N-(x<y)Az=)A-(x<z)A((y<2)V(z<y)))

en las siguientes interpretaciones y buscar una férmula que se verifique s6lo para 6.

® %

.4/ o o o
TN N

2

o5

® o

16. Sea £ un lenguaje de primer orden con relacién de orden <. Probar que todos los elemen-
tos del universo de la siguientes interpretaciones son distinguibles:

.4/.6\.5 o o5
NN
S

17. Sea £ un lenguaje de primer orden con orden <. ;Cuéntos subconjuntos definibles tiene
el universo de la siguientes interpretaciones?

o o .4/.6\.5
N
SN N

18. Sea £ un lenguaje de primer orden con un simbolo de funcién binario. Decidir si las
siguientes interpretaciones de £ son isomorfas.

@ (NA4)y(N,:).
b (2,<)y(Z,>).
© (N, <)y (N<).
d (Z,<)y (N, <).
(e) (Dificil) (C,+) y (R, +).

oy

o
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Modelos

Dado un lenguaje de primer orden £ y un conjunto de sentencias I', decimos que una inter-
pretacién Z es un modelo para I' si todas las sentencias de I' son verdaderas al interpretarlas en
T.

19. Sea £ un lenguaje con igualdad, un simbolo de funcién binario f y uno de constante c.
Para cada una de las siguientes sentencias hallar dos modelos, uno con universo de interpre-
tacion finito y uno infinito.

(@) Vavy(f(x,x) = fy,y) = x=y)

(&) Vx3y(x = f(y,v))

(¢) Vx(f(x,c)=c)

20. Sea L un lenguaje con igualdad, un simbolo de funcién f y uno de constante c. Para cada

uno de los siguientes interpretaciones, dar una sentencia de la cual sean modelos, pero no que
no sea universalmente valida.

(@) Ur =R, fr(x,y) =x-yycr =1
(b) Ur =C, fz(x,y) = Re(x) + Im(y) +iycz = i.

Random Fact. El algoritmo PageRank le debe su nombre no al hecho de que ranguee las paginas web sino
a Larry Page.

21. Sea £ un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binario f. Para cada una de las
siguientes interpretaciones, dar sentencias de la cual una interpretaciéon sea un modelo pero
no la otra y luego al revés.

@ (Z,+)y (N, +).

& (Z,-)y(Q-)

© (R)y(C ).

22, Para las interpretaciones de los Ejercicios 1.15, 1.16 y 1.17 de un lenguaje con orden, dar
un enunciado para el cual una interpretacién es modelo y la otra no.

23. Sean £ un lenguaje con igualdad, sin otros simbolos y # € N. Dar una sentencia ¢, de
modo tal que todo modelo de ¢ tenga al menos n elementos.

24. Sean L un lenguaje con igualdad, sin otros simbolos. Dar un conjunto de sentencias I' de
modo tal que todo modelo de I' sea infinito.
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