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1 Nociones preliminares: alfabeto, expresion y lenguaje

Definicion (Expresién). Sea A un conjunto no vacio. Una expresion sobre A es
una sucesion finita de elementos de A (i.e, una funcién f : I, — A, donde I, =
{0,1,...,k— 1}, k > 1). Sinotamos f(i) = a;, la sucesion finita es aga; . .. ax—1

Notamos con A* al conjunto de todas las expresiones definidas sobre A. Notar que
A* es siempre infinito (al conjunto A también se lo denomina alfabeto). En efecto, si
a € A, se puede generar las expresiones a, aa, ...,aada. ..q

———

k veces

Si E € A*, se define la longitud de E (notamos ¢(E)), como el nimero de simbolos
que aparecen en E.

Observacion
Si E.F € A", E = apay...ax—1, F = byby ...b,_1, entonces £ = F siy solo si
UE)=4UF)ya; =b;paratodo 0 < i < k — 1.

Definicion (Concatenacién de expresiones). Si E, F' € A*, E = agay ...ai_1, ' =
—_——

f
boby ...bp—1, se define EF = aga;y ...ax—1boby . ..b,—1, que se corresponde con la
N————’

9
siguiente funcion h : I, —> A:

h(j){f(?) o=ttt

g —k) k<j<n+k-1

Observaciones

Es facil ver que la concatenacidn de expresiones es asociativa. Como una consecuencia
inmediata, si £ < F, entonces GE < GF V G € A*.

Si E,F € A*, tenemos que {(EF) = {(E) + £(F), y en general EF # FE.

Definicion. Si F, F' € A*, decimos que EF < F siexiste G € A* tal que F = EG
(decimos en tal caso que F es seccion inicial de F)

Proposicion. Si A es un conjunto no vacio, se verifican las siguientes propiedades:
1) < esun orden parcial.
2) Sean E, F,G,H € A* talesque FI' = GH. Entonces E < GoG < E

Demostracion.

o Reflexividad: F < E pues G = () cumple que EG = E.

e Antisimetria: £ < F'y F < E, tenemos que F' = EG,y E = FG’, de manera que
F = (FG')G,yentonces U(F] = UFJ+L(G")+L(G) , de modo que £(G)+£(G') = 0,
osea,G=G ={,yporende E = F.

e Transitividad: Si E, F,G € A* son tales que £ < F < (@, existen expresiones
Hy,Hy € A* talesque F = EH, y G = FHy = (FH,)Hy = E(H1H>). Luego,
E<F

(2) Supongamos que EF = GH (podemos suponer que E,G # (). Sea p(n) la
siguiente sentencia:



p(n):="SiE € A*conl(E) =ny F,G,H € A* sontales que EF = GH,
entonces E < GoG<E”

p(1) es verdadera: en efecto, si E = a, con a € A, tal que aF = GH, entonces
G = oG’ paracierta G’ € A*, asi que £ < G.

Supongamos que p(n) es verdadera, y probemos p(n + 1): sea E € A* con {(E) =
n+1,ysean F,G,H € A* tales que EF = GH. Podemos escribir E = aF’, con
a € A, yE € A*. Nos queda asi que aE'F = GH, de modo que G = aG’ para
cierta G’ € A*. Luego, aE'F = aG'H, de modo que E'F = G'H, con {(E’) = n.
Por hipétesis inductiva, tenemos que £’ < G’ o G’ < E'. Suponiendo que £/ < G,
tenemos que G’ = E'G, y entonces (concatenando a por detrds) G = EG, de modo
que E < G. Andlogamente, si G' < E’', entonces E' = G'G; concantenando a, se
obtiene que £ = GG, de modo que G < E. O

Definicion (Lenguaje). Si A # (), un lenguaje sobre A es un subconjunto no vacio £
de A*. A los elementos (expresiones) de £ las llamamos palabras de L.

Ejemplos

(1)L =A*con A #(

(2) A el alfabeto del idioma espailol, y £ C A* el conjunto de palabras que aparecen
en la dltima edicién del RAE.

(3) A={A,C,G, T}, y L el lenguaje de los genes.

4)A={0,1,2,...,9}y L = {x € A* : x representa en decimal un nimero natural }.
Concretamente, para una expresion F = agpay .. .a, € A*,

Fel<+=a#00aqy=0yn=20

(5) Para A = I,9 U {,} U{~}, definamos un lenguaje £ C A* de la siguiente manera:
sea L C (I1p)* el lenguaje del item anterior. Una expresién E € A* es una palabra
de L sii vale una y solo una de las siguientes condiciones:

i) Eel
ii) E=F,Gdonde F € L'y G € (I1p)* no es una tira de ceros.

iii) F=F,G ~ H,donde F € L'y G, H € (I19)*, y H no es una tira de ceros, ni
una tira de nueves.

El lenguaje £ asi definido representa al conjunto de las racionales positivos.



2 Sintaxis de la Logica Proposicional: nociones basicas

Definimos el alfabeto de la 16gica proposicional como la unién de los siguientes con-
juntos:

(1) Un conjunto infinito {pg,p1,...,Pn,...} cuyos elementos se llaman variables
proposicionales.

(2) Un paréntesis de apertura y uno de clausura: (, ).

(3) Un conjunto de 4 simbolos: —, V, A, = (llamados conectivos), que se los denom-
ina, respectivamente, negacion, disjuncién, conjuncién e implicacién. Los dltimos tres
se llaman conectivos binarios.

Definicion.
Si A es el alfabeto de la l6gica proposicional, una CADENA DE FORMACION es una
sucesion finita z1, xs, . . ., z,, de elementos de A* (llamados eslabones) que verifica lo

siguiente: dado un indice 1 < ¢ < n, entonces x; es una variable proposicional, o existe
j <italque z; = —xj, oexisten j, k <iy* € {V,A, =} tal que z; = (z; * z).

Llamaremos FORMULA a una expresion o € A* tal que existe una cadena de formacion
T1,%2,...,Tn CON Ty = Q.

Ejemplo.

Sea o = ((p1 = p2) V —p3). Si tomamos:

Ty = p1, Ty = P2, T3 = (P1 = P2), T4 = P3, Ts = —P3, T6 = (T3 V T5)., tenemos
—_———— ~—~

=(z1=>x2) ="Ppa

que (7;)%_; es una cadena de formacién de . A

El lenguaje de la 16gica proposicional consiste del conjunto de todas las férmulas, y lo
denotamos FORM

Observaciones

(1) Una férmula admite en general mas de una cadena de formacién: en el ejemplo
anterior, esto se puede ver permutando x; con s

(2)Sizy,...,x, es cadena de formacidn, entonces x; es féormula paratodo 1 < i < n.
(3) Una cadena de formacién puede tener eslabones “superfluos”: por ejemplo, en la
cadena de formacién py, p2, —p1, el segundo eslabén es superfluo. (si lo sacamos, la
férmula final es la misma). Se verd mds adelante el concepto de minimalidad de cade-
nas de formacion.

La siguiente propiedad de FORM es naturalmente esperada

Proposicion. El lenguaje FORM es cerrado por conectivos, es decir:

(a) Si o € FORM, entonces -« € FORM

(b) Si o, 8 € FORM y % € {V, A, =}, entonces (a * ) € FORM

Reciprocamente, si S C FORM contiene a todas las variables proposicionales y es
cerrado por conectivos, entonces S = FORM.

Demostracion.

(a) Si x1,...,x, es una cadena de formacion de «, entonces x1,...,ZT,, T, €S una
cadena de formacién de —a.

(b) Si z1,...,2, € y1,...,Yn son cadenas de formacion de o y (3, respectivamente,

entonces &1, ... Ty, Y1, - - - Ym, (Tn * Ym) €s cadena de formacién de (« * ).



Sea S C ForM tal que p; € S V ¢ € Ny que es cerrado por conectivos. Sea
x € FORM. Probaremos por induccién en ¢(x) que € S: si (x) = 1, entonces
x = p; € S para algin i. Supongamos ahora que ¢(z) > 1. Hay dos posibilidades:

-x = —x1,con x; € FORM

-x = (x1 * x9) con x1,29 € FORM y * un conectivo binario.

En cualquiera de los casos, 1 y x2 son de longitud menor que z, asi que por hipétesis
inductiva, estan en S, que por ser cerrado por conectivos, implica que x € S. O

Definicion. Si C = {x1,...,2,} es una cadena de formacién, una subcadena (de
formacion) de C' es una subsucesién ;,, ..., z;, (donde1l < j; < jo < -+ < ji < n)
que también es cadena de formacion.

Ejemplos

()Si C =py,p2.(p1 Vp2),y C' = p1, (p1 V p2), tenemos que C’ no es subcadena de
formacién de C'

(2) Si C = p1, p2, —p1, ~—p1, C' = p1, p2, —p1 es subcadena de formacién de C.

Definicion. Si C' es una cadena de formacién de una férmula o, diremos que C es
minimal si la dnica subcadena de formacién de C para « es ella misma.

Proposicion. Si C es una cadena de formacién de una férmula «v, existe una subcadena
C’ (de C) de formacién de o que es minimal.

Demostracion. Haremos induccién en n, siendo n la longitud de la cadena:

Sin =1, entonces C = x1 = p; (¢ € N), asi que en este caso la minimalidad es trivial
Supongamos que el resultado es verdadero para todo 1 < k < n, y veamos que vale
para n: sea C = x1,...,x, una cadena de formacién. Si la cadena es minimal,
simplemente tomamos C’ = C. Si no, existe una subcadena C’ de formacién de a,
con C’ # C; como ¢(C") < £(C) = n, por hipétesis inductiva, tenemos que C’ admite
una subcadena C” de formacién de « que es minimal (en particular, C”’ es subcadena
minimal de C') O

Definicion. Si @ € FORM, la COMPLEJIDAD de « es el nimero de conectivos que
aparecen en « (contados con repeticién), y se la denota ¢(«). La complejidad binaria
es el nimero de conectivos binarios que aparecen en «, y se lo denota ¢, («)

Si E € A*, el PESO de E (denotamos p(FE)) se define como el niimero de paréntesis
de apertura menos el nimero de paréntesis de clausura que figuran en F.

Proposicion.
a) Si a € FORM, entonces p(«) = 0 (las férmulas tienen peso cero)
b) Si & € FORM y * es un conectivo binario que aparece en «, entonces p(E) > 0,

donde FE es la expresion que aparece a la izquierda de * en a.

Demostracion.

(a) Sea z1, ..., z, una cadena de formacién de . Probaremos por induccién en i que
p(z;) =0V 1 <i<n Parai =1, como z; es variable proposicional, tiene peso
nulo. Sea ahora 1 < j < n.

Si z; es variable proposicional, tiene peso nulo.



Six; = —ay, con f < j, entonces p(x;) = p(xe) = 0.
HI

Finalmente, si z; = (z¢ * x1), con x conectivo binario y k, ¢ < j, tenemos que

p(zj) = 1+ p(ze) + p(zr) — 1 = p(ze) +p(f€k>\=/0

Luego, p(x;) =0V 1 <14 < n,y en particular, p(a) = 0.

(b) Procederemos por induccién, como en el caso anterior:

Si¢ =1, x; es una variable proposicional, asi que cumple la propiedad trivialmente.
Sea ahora 1 < 7 < n. Analicemos por casos:

e 1, es una variable proposicional: cumple asi la propiedad de forma trivial.

e x; = —xy: si* es un conectivo binario que aparece en I ;, ENtonces aparece en Ty,
de modo que z, = E % G, con E, G expresiones. Por hipdtesis inductiva, tenemos que
p(E) > 0. La expresién a la izquierda de * en z; es ~E, y p(-E) = p(E) > 0.

o z; = (x¢ o xy), con o conectivo binario, £, k < j: Si * es un conectivo binario que
aparece en x, entonces:

-Si * = o:, la expresion E que aparece en x; a la izquierda de * es £ = (x¢, cuyo
pesoes p(F) =1+ p(xz¢) = 1 > 0 (donde x; tiene peso nulo, por ser férmula)

s
-Si * aparece en x,: en tal caso, xy = E * GG. La expresion que aparece a la izquierda
de x es x; es (E, cuyo peso es 1 + p(E). Por hipétesis inductiva sobre ¢, p(E) > 0,
asi que 1 + p(E) > 0.
-Si x aparece en x: en tal caso, x = F x H, y por hipétesis inductiva, p(F') > 0.
La expresion a la izquierda de * en x; es (z; o F, cuyo peso es 1 + p(z¢) + p(F)
14+0+p(F)=1+p(F)>0.

ol

Corolario. Si o € FORM, se cumple una y solo una de las siguientes condiciones:
1) v es una variable proposicional.
2) Existe una tnica formula S tal que o = = (.

3) Existe un dnico conectivo binario * y tnicas férmulas o, g tal que v = (1 * aig)

Demostracion.

Sia=-8=-08,conf, B € FORM, es obvio de esta igualdad que 3 = '.

Sia = (a1 *xag) = (81 0 B2), con aq, ag, B1, fo € FORM, y *, o conectivos binarios,
de esta igualdad tenemos que a * as = (1 o [Bo. Usaremos el siguiente hecho: si
E, F,G, H son expresiones sobre un alfabeto tales que EF' = GH, entonces £ < G
0 G < E;tomemos E = aq, F = *xag, G = 1y H = o, (asi tenemos FF = GH,
y entonces a1 < 1 0 51 < a1). Si oy # Py, entonces B; = a1*X 0 f; = a10Y,
con X,Y expresiones. Por la proposicién anterior, p(a1) > 0 0 p(51) > 0, lo cual
es absurdo, pues las formulas tiene peso nulo. Por consiguiente, «; = /31, con lo cual
kg = offy, yasi* = oy ag = fs. O

Definiciéon (SUBFORMULAS).
Si « es una férmula, diremos que S es una SUBFORMULA de « si se verifica una y solo
una de las siguientes condiciones:



1) Si « es variable proposicional, 5 es subférmula de « sii 8 = a.

2) Si « es la negacion de una féormula oy (i.e, « = —ay), 5 es subférmula de « sii
B = «a o [ es suformula de oy

3) Si « es la conexién de dos férmulas oy, e (i.e, & = (a7 * a)), entonces S es
subférmula de « sii 8 = «, o es subférmula de a1, 0 es subférmula de s.

Ejemplo.
Sea a = ((—p1 = ——p2) = pa4). Las subférmulas de o son:

«, P1, P2, P4, P1, P2, 7TP2, (_‘pl = _‘_‘p2)

Proposicion.
Sea oo € FORM.

1) Si 3 es una subférmula de «, entonces /3 aparece como eslab6n en toda cadena de
formacién de a.

2)SiC = {z1,...,x,} es cadena de formacién minimal de «, entonces x; es subférmula
de aparatodo1 <i < n

Demostracion.

1) Procedemos por induccién en la longitud de a: si « es variable proposicional, no
hay nada que decir.

Supongamos ahora que ¢(«) > 1,y sean {z1,...,x,} una cadena de formacién de «,
y B subférmula de «. (supongamos ademas que 3 # «, pues si 5 = «, no hay nada
que decir)

Si « es la negacién de una féormula, entonces existe j < n tal que o = —2;; como [3 es
subférmula de x; (y x4, . .., z; es cadena de formacion de x;), por hipétesis inductiva,
[ es igual a uno de estos eslabones.

Si « es la conexion de dos férmulas, existen k,j < m y * conectivo binario tales que
a = (zg * z;). Como [ es subférmula de x 0 z; (y z1,...,2Tk Y T1,...,&; sOn
cadenas de formacion de zj, y x;, resp), de nuevo por hipétesis inductiva concluimos
8 =ax; paraalgin 1 <i < n.

(2) Para el caso n = 1, no hay nada que decir. Asumamos ahora que n > 1. Pro-
cederemos por induccién, empezando desde el eslabon final de la cadena C': Como
T, = @, T, es trivialmente subférmula de . Sea 1 < ¢ < n. Existe algini < k < n
tal que =y, depende de x; (en caso contrario, se tendria que la cadena resultante de sacar
x; de C es cadena de formacion de «, lo cual contradice su minimalidad). Tenemos
asi que x; es subformula de x, que por hipdtesis inductiva es subférmula de «. Por
consiguiente, x; es subférmula de a. O

Una consecuencia inmediata de esta proposicién es que los eslabones de cualquier
cadena de formacién minimal de una férmula « son las subférmulas de « (y la longitud
de una tal cadena es el nimero de subférmulas de «, que denotamos s(«).)



3 Semantica de la Léogica Proposicional: nociones basicas

3.1 Valuaciones; Tautologia, Contradiccion y Contingencia; Equiv-
alencia Semantica

Denotaremos con 2 al conjunto de dos elementos {0, 1} (es un conjunto ordenado con
el orden usual 0 < 1). En €I, estan bien definidas las operaciones binarias internas de
méximo y minimo, y la operacién de negacién, dada por —z := 1 — x parax € 2.

Definicion.
Una VALUACION es una funcién v : FORM — 2 tal que V «, 8 € FORM, se cumplen
las siguientes propiedades:

D v(aV B) = max(v(a),v(8))

2) v(a A B) = min(v(a),v(B)).

3) v(a = B) =max(1l — v(a),v(B)).
Ho(-a) =1—v(a).

Notacion

1) Notaremos con VAR al conjunto de todas las variables proposicionales.

2) Para una férmula o, VAR(«x) denota el conjunto de las variables proposicionales que
figuran en a.

3) Paran € N, FORM,, denotard el conjunto de férmulas de complejidad menor o igual
que n (observar que FORMy = VAR).

Proposicion. Sea o € FORM y sean vy, v2 valuaciones cuyas restricciones a VAR («)
son iguales. Entonces v (a) = va(a)

Demostracion. Hacer induccidon completa en la complejidad, o bien en la longitud de
« (en el paso inductivo, hay que usar por supuesto que v1, vo son valuaciones, y que
VAR(—a) = VAR(«), y VAR(«v1 * ag) = VAR(a1) U VAR(a2)) O

Teorema.
Dada una funcién f : VAR — 2, existe una Unica valuaciéon v¢ : FORM — 2 que
extiende a f, es decir, tal que vs(p;) = f(p;) Vi € N.

Demostracion.
Unicidad: Es una consecuencia inmediata de la proposicién anterior.
Existencia: Notemos primero que FORM = |J FORM,,. Construiremos inductiva-

n>0
mente una familia de funciones {v,, : FORM,, — 2},>( que verifica:

i) vp(a) = vp—1() sia € FORM,,_1 yn > 0.

ii) v, cumple las propiedades de la definicién de una valuacién sobre las férmulas de
complejidad menor o igual que 7.

Para n = 0, simplemente tomamos vop = f. Asumiendo que n > 0y que ya
hemos construido v para 0 < k < n, queremos definir v, (a) para @ € FORM,,:
si & € FORM,,_1, debemos definir v, () = v,—1(). Si @ ¢ FORM,,_1, se define
v (@) seglin « sea una negacién, disyuncion, conjuncién o implicacién, de la manera
obvia.

Finalmente, definimos vy : FORM — 2 como vs () = v, () para &« € FORM,,. [



Definicién. Si o € FORM, diremos que « es una TAUTOLOGIA si v(a)) = 1 para toda
valuacién v. Diremos que es CONTRADICCION si —« es una tautologia. Diremos que
es CONTINGENCIA si no es tautologia ni contradiccion.

Ejemplo. (o V —«) es una tautologia para toda férmula «. A
El siguiente ejemplo requerird una demostracion:

Ejemplo. Sea~ € FORM tal que ninguna de sus variables proposicionales aparece mas
de una vez. Entonces 7y es una contingencia. A

Demostracion. Lo probaremos por induccidn en la longitud de ~:

Si £(y) = 1, entonces v = p; variable proposicional, y basta tomar valuaciones u, v tal
que u(p;) # v(pi).

Asumamos ahora que ¢(vy) > 1, y separemos en los siguientes casos:

1)y =-a

2)y=(aVp)
3Ny =(anp)
4y =(a=p)

Caso (1): Por hipétesis inductiva, o es una contingencia; si tomamos u, v valuaciones
tal que u(a) # v(7y), entonces también u(y) # v(7).

Observar que en cualquiera de los tres casos restantes, por hipdtesis sobre v y por

hipétesis inductiva, tenemos que VAR(«) N VAR(S) = 0 y a, 8 son contingencias. En
o u(@) =1, v(a) =0
cada caso, tomaremos u, v, u, v valuaciones tal que < _

uPB)=1 ,0(B) =0

Caso (2): Observar que u(y) = 1. Asi, es suficiente encontrar una valuacién U tal

que U(y) = 0, equivalentemente, U () = U(/5) = 0. Basta definir

v(p) , p € VAR(a)
U(p) =12(p) ,p € VAR(D)
0 en otro caso

Caso (3): Observar que v(y) = 0. Asi, es suficiente encontrar una valuacién U tal que
U(y) = 1, es decir, U(a) = U(f) = 1. Basta definir

u(p) , p € VAR(«)

U(p) =< ulp) , pe VAR(B)
0 en otro caso

Caso (4): Observar que u(7y) = 1. Asi, basta hallar una valuacién U tal que U(y) = 0,
equivalentemente, U(a) = 1y U(8) = 0. Definimos

u(p) , p € VAR(«)
U(p) = {o(p) , p€ VAR(S)
0 en otro caso



Definicion (EQUIVALENCIA SEMANTICA). Sia, 8 € FORM, diremos que son (semanticamente)
equivalentes si v(a) = v(f) para toda valuacién v (notamos en tal caso a = ).

Es evidente que se trata de una relacién de equivalencia en FORM. Para o € FORM, de-
notamos |a/| a la clase de equivalencia de a. El conjunto cociente FORM,/_ se denomina
Algebra de Boole asociada a FORM (también se denomina dlgebra de Lindembaum-
Tarski)

Ejemplo. Si «, /3 son tautologias (o contradicciones), entonces o = /3. A

Observacion: Si a, f € FORM, se tiene que o« = Ssiysolosi (o = )y (8 = «)
son tautologias. En efecto, notando primero que v(a = ) = 1 sii v(a) < v(B),
tenemos que

a=p<=v(a)=v(B)Vv<= v(a) <v(B)yv(B) <v(ia) Vv
= vla=p)=1lyv(=a)=1Vv
< (o= B) y (8 = «) son tautologias

3.2 Funciones booleanas y tablas de verdad

Definicion.
Sin > 1, una FUNCION BOOLEANA de n-variables es una funcién de 2" a 2.

Ejemplo.

Si a = (p1 V p2), le podemos asociar la siguiente funcién booleana f : 2" — 2, que
se corresponde en forma natural con la tabla de verdad de «: f(0,0) =0y f(1,0) =

£(0,1) = f(1,1) = 1. A

En general, si « es una férmula, y VAR(«) = {pi;,...,pi, } (con 0 < iy < -+ < ip),
queremos explicitar de alguna manera la funcidon booleana f,, que se corresponde con
la tabla de verdad de . Hacemos lo siguiente: dado a = (ay,...,a,) € 2", sea v, la
tnica valuacién tal que v,(q) = ajsiq= Di; para algin 1 < 5 < n,y vale 0 en otro
caso. Definimos f,(a) = va(«).

Dadas «, § férmulas tal que VAR(a) = VAR(f3), se tiene que o = S sii fo = f3.
(esto no es mds que decir que dos férmulas con las mismas variables proposicionales
son equivalentes sii tienen la misma tabla de verdad).

Dadas ¢, . . ., g, variables proposicionales todas distintas, denotemos
FORM(q1, . .., qn) = {a € FORM : VAR(a) = {q1,...,qn}}
Acabamos de observar que la aplicacion
FORM(q1,- - 0n) —y {f: 97 —s 2}
ol = fo
estd bien definida y es inyectiva. Veamos que es una biyeccion:

Teorema.
Sean ¢, . .., g, variables proposicionales todas distintas y f : 2" — 2 una funcién
booleana. Entonces existe & € FORM tal que VAR(«) = {q1, ..., qn}y fa = f



Demostracion.
n

Si f =0, basta tomar « = A (g; A —¢;).

i=1

Si no, consideremos el conjunto no vacio 7' = {a € 2" : f(a) = 1}.

” % a=1
Dado a € 2", sea a, := A a;q;, donde a;q; :=
i=1 ¢ a; =0
Si k es el nimero de elementos de 7', denotemos T = {a®),... a®}. Como para

a € 2", la férmula a4, tiene valor de verdad 1 sii g1, ..., q, tienen valor de verdad
k

ai, ..., a, respectivamente, vemos que basta tomar &« = \/ a ). O
i=1

Queremos hacer aqui un pequefio paréntesis para definir el concepto que entré en juego
en la demostracion previa:

Definicion.

Dado o € FORM con VAR(a) = {q1, ..., qn}, decimos que « estd en la FORMA NOR-
m n .

MAL DISYUNTIVA si existen a(t) ... a(™ € 2" de manera que oo = \/ ( A\ ay)qi)
i=1 j=1

Del teorema y comentarios previos, deducimos #(FORM(Ql, o -aQn)/E> = 22"

Dado que para cada férmula «, con VAR(«) C {q1, ..., ¢y}, podemos tomar un rep-

resentante en la clase de equivalencia semantica de o que tenga exactamente las n

variables q1, . . ., ¢, deducimos el siguiente resultado:

Proposicion. La cantidad de clases de equivalencia semdntica en el lenguaje del calculo
o . . o . n
proposicional con n variables proposicionales es 22

Ejemplo. Para n = 1y una variable proposicional p, las 22" = 4 férmulas no equiva-
lentes que solo tienen la variable p son: p, —p, (pV —p)y (p A —p). A

3.3 Conjuntos adecuados de conectivos

Definicién. Un conjunto de conectivos C' (esto es, un conjunto de operaciones internas
1-arias y/o binarias en FORM) se dice ADECUADO si para toda @ € FORM, existe
£ € FORM tal que a = 'y 3 usa solo conectivos de C'

Es trivial que si C, C” son conjuntos de conectivos tales que C' C C” y C es adecuado,
entonces C’ también lo es.

Ejemplos
1) {—, Vv, A, =} es trivialmente adecuado.
2) {—, V} es adecuado. En efecto, dadas o, 3 € FORM, se tiene que

a=B=-aVy
alf=-(-aV-Pp)
Similarmente, {—, A} y {—, =} también son adecuados.

3) Para o, 8 € FORM, se define a|8 = —«a V =3 (este conectivo se conoce como
NAND, por ser la negacién de la conjuncidn). {|} es adecuado; en efecto, basta ver que



la negacién y la disyuncién puede expresarse usando solo este conectivo:

—a = Ve = ala
aV B =-maVamp = (ala) V(6]8) = ((ala)](5]5))

Similarmente, si definimos « | 8 = —a A = (conectivo llamado NOR), tenemos que
{}} también es adecuado.

4) {A}, {V} y {=1} no son adecuados. En efecto, si v es la valuacién tal que v(p;) =
1V i €N, se tiene que v(«) = 1 para toda férmula « que usa uno (y solo uno) de esos
conectivos, y —p; es una férmula tal que v(—p;) = 0. También es evidente que {—}
no es adecuado.

5) {V,A,=} no es adecuado. En efecto, si /3 es una férmula en la que no aparece la
negacion, y v es la valuacion tal que v(p;) = 1 V i € N, se tiene que v(8) = 1 (pro-
barlo, si se quiere, por induccién). En particular, una contradiccién no es equivalente a
ninguna férmula que no use la negacién.

PROBLEMA: Dado n € N>, determinar cudles son las funciones f : 2" — 2
tales que existe una férmula « tal que f, = f, y en « no aparece el conectivo de la
negacién. Calcular cudntas férmulas no equivalentes hay con exactamente n-variables
proposicionales fijas, y en las que no aparece dicho conectivo.

4 Consecuencia logica y el Teorema de Compacidad

Definicién. SiI'es un conjunto de férmulas de la 16gica proposicional, y v es una val-
uacion, diremos que v satisface I si v(y) = 1V v € I'. Diremos que I" es SATISFACI-
BLE si existe una valuacién v que satisface I'; en caso contrario, se dice insatisfacible.

Ejemplos
1) FORM es insatisfacible. Mds generalmente, si I' es un conjunto de férmulas que
contiene a una cierta férmula y su negacién, entonces I' es insatisfacible.
2) () es satisfacible (toda valuacién lo satisface)
3) VAR es satisfacible (la valuacién que toma el valor 1 en todas las variables proposi-
cionales trivialmente satisface VAR)
n
4) Un conjunto finito de férmulas {«;,...,a,} es satisfacible sii /\ «; no es una

=1
contradiccion.

Definicion. Si I" es un conjunto de férmulas, diremos que una férmula « es conse-
cuencia légica de T si toda valuacién que satisface I" satisface o. Denotamos C'(T") al
conjunto de férmulas que son consecuencia légica de I'.

Ejemplos
1) C(0) = {« € FORM : « es tautologia} y C'(FORM) = FORM
2) Si tenemos finitas férmulas o, . . . , a,,, entonces

Cl{au,...,an}) = C({ )\ ai}) = {a € FORM : v(/\ai = a)) =1V}
i=1 =1
= {a € FORM : /\ a; = « es tautologia }
=1



Proposicion.
Sea I’ C FORM y a, B formulas. Se tiene que

1) o € C(T) siy solosi I' U {—a} es insatisfacible.
2) e C(TU{a})siysolosi (o= B) € C(I).
Demostracion.
1) Efectivamente, tenemos que
a € C(l') <= Vv ,v satisface I' implica v(a) = 1
<= Vv, vno satisface I" o v(a) = 1

<= Vv, vno satisface I" o v(—«a) =0
<= T'U {—a} es insatisfacible

2) Usando el item anterior, tenemos que
g e C(U{a}) < T'U{a} U {5} es insatisfacible
< T'U{ aA—f } esinsatisfacible
——
=-(a=p)

<= T'U{—(a = f)} es insatisfacible
— (a=p)eC)

O
Notar que aplicando sucesivamente la propiedad (2) de la proposicién precedente, ten-
emos que 8 € C({ay,...,a,}) siysolosi (o = (ag = ...(q, = 5))...) es
tautologia.

Diremos que un conjunto de férmulas I' es finitamente satisfacible (a veces abreviare-
mos F.S) si todo subconjunto finito de I es satisfacible.

Teorema (TEOREMA DE COMPACIDAD).
Un conjunto de férmulas I' es satisfacible sii es finitamente satisfacible.

Demostracion. Dado que la ida es evidente, solo hemos de probar la vuelta.

Afirmacion: Dado p € VAR, se tiene que T'U{p} es finitamente satisfacible, o TU{-p}
es finitamente satisfacible (obviamente, solo uno de ellos lo es). En efecto, de lo con-

trario existen Y1, ..., Yn, Yis- -+, Vi € I tal que {v1,..., v, 0} ¥y {7V, -, 70, D}
n m

son insatisfacibles, equivalentemente, p A /\ Yy pA /\ 7. son contradicciones. Si v
i=1 i=1
S~ N~
=« =,[3
es una valuacion tal que v(a) = v(8) = 1 (existe, pues I es finitamente satisfacible),

se tiene entonces que v(p) = v(—p) = 0, lo cual es absurdo.

Paso siguiente, definimos la siguiente sucesién de conjuntos:
'y =T (es finitamente satisfacible por hipdtesis)

Tp—1U{p,} siéstees F.S

Paran > 0,1, = .
Ip—1U{-p,} siéstees F.S



Tenemos que (I'),),>0 es una sucesién creciente de conjuntos finitamente satisfaci-

~ [e’s)
bles, y por lo tanto " := J T, es finitamente satisfacible. Ademas, por construccién
n=0

setienequeVi € N, p; € To -p; € T. (pero no ambos)
Se define ahora la siguiente valuacion:

(p2) 1 sipief
v(pi) = . 5
P 0 si—p, el

Veamos que esta valuaciéon satisface 'y = I': sea o € I' y sean ¢q,...,q, las

variables proposicionales que aparecen en «. Consideremos ahora el conjunto finito

e S? ¢ € FA. Como T es finitamente
-q; si—g; el

satisfacible, existe una valuacién v’ que satisface I'V. Por definicién de v, tenemos que

v(g;) = v'(¢;) V1 < i < n. Como v,v coinciden en VAR(«), concluimos que

v(a) = v'(a) = 1, lo cual concluye la demostracién. O

I" = {a,£q1,...,+qg,} donde +¢; =

Evidentemente, el enunciado del teorema de compacidad es equivalente a que todo
subconjunto insatisfacible de férmulas contiene un subconjunto finito insatisfacible,
que equivale a decir que VI' C FORM y V o € FORM,

I' U {—a} insatisfacible implica que 3 I'" C T finito tal que I U {—a} es insatisfacible

que es decir a€C(T") que es decir a€C(I')

Reescribiendo, el teorema de compacidad no es mas que la igualdad

cm = Jca)
im0

El teorema de compacidad se puede formular en términos topolégicos:

Para cada ¢ € FORM, sea X, = {v € VAL : v(p) = 1}. Es trivial ver que:

® VAL = U, crorm Xo-

o Xo N Xy = Xopny y Xg = X para todas ¢, 9 € FORM.

Luego, (X, )ecrorm €8 Una base para una topologia en FORM (tal que X, es cerrado
para toda ). Los abiertos son por definicion las uniones de conjuntos X,. Asi, con
esta topologia, la compacidad de VAL equivale a que todo cubrimiento por conjuntos
de la base { X4} ,erorm admita un subcubrimiento finito.

Tenemos pues que: VAL es compacto <=V & C FORM tal que VAL Uw@ X,

existe @y C  finito tal que VAL = U@€<I>0 X, = VY & C FORM tal

tomando complemento
que @ = ntpEfﬁ X, e)fiste P .Q ® finito tal que & = r.]gpe% X%, <= Todo con-
junto insatisfacible de férmulas tiene un subconjunto finito insatisfacible, que equivale
al enunciado del teorema de compacidad



PROBLEMA

Dados I', TV C FORM, diremos que son (semdnticamente) equivalentes ( y notamos
r=rsir C o) yI” C C(T) (o lo que es lo mismo, C(I") = C(I'), o también,
toda valuacién cumple que satisface I" sii satisface I'’). Considere la aplicacién

[I]+— fr
donde fr : 2 — N est4 definida como fr(a) = 1 siy solo si v, satisface I', y v, es

la valuacién definida como v, (p;) = a; parai > 0. Es claro que ® estd bien definida
y es inyectiva. Determinar si es suryectiva.



5 Logica de Primer Orden (sintaxis)

Definicion. Un alfabeto de una l6gica de primer orden consiste de los siguientes
simbolos:

1) Un conjunto infinito numerable de simbolos Xj,..., X,,... que se denominan
variables

2) Un paréntesis de apertura y uno de clausura: (, )

3) Un conjunto de 6 simbolos {V, A, =, =V, 3}, donde los primeros cuatro son los
conectivos de la 16gica proposicional y los simbolos V y 3 se denominan cuantificador
universal y existencial, respectivamente.

4) Un conjunto C (eventualmente vacio), cuyos elementos se denominan simbolos de
constante.

5) Un conjunto § (eventualmente vacio) cuyos elementos se denominan simbolos de
funcién. Para k > 1, denotamos F* a un simbolo de funcién k-ario (si hay varios
simbolos de funcion k-ario, se los distingue con subindices)

6) Un conjunto P no vacio, cuyos elementos se denominan simbolos de predicado.
Para k > 1, denotamos P¥ a un simbolo de funcién k-ario (si hay varios, se los dis-
tingue con subindices)

Definicion. Si A es un alfabeto de una 16gica de primer orden, un TERMINO es una
expresion sobre A que se define inductivamente como sigue:

1) Las variables X; son términos.

2) Los simbolos de constante son términos.

3)Si F* € Fyty,..., 1 son términos, entonces F* (¢, ... 1;) es un término.

Para precisar, introducimos el concepto de cadena de formacién términos: Una ca-
dena de formacién de términos es una sucesion finita x4, . . . , z,, de expresiones sobre
A que verifica que para todo 1 < i < n, z; es una variable o un simbolo de constante,
o bien existe F* € § tal que x; = FF(zy, ... 25, ), coniy < ig < .-+ < ip < i As,
un término ¢ es tan solo una expresién que admite una cadena de formacién 1, . .., x,
conzx, =t.

Ejemplo. Sea A un alfabeto (de 16gica de primer orden) que tiene un simbolo de
constante ¢, y un simbolo de funcién ternario F3. Las siguientes expresiones son
términos:

X1, ¢, X7, F3(X1 ¢ X7), F3(Xs Xg F3(X; ¢ X7))

Observar que ésta es una cadena de formacién de F2(Xg Xg F2(X; ¢ X7)). Concre-
tamente, si denotamos F; al i-ésimo eslabdn, se tiene que F5 = F 3(E4 E; E3) A

Definicién. Una FORMULA ATOMICA es una expresion del tipo o = Pk(t; ... 13),
donde P* es un simbolo de predicados k-ario, y t1, . . ., t; representan términos.

Definicion. Una CADENA DE FORMACION DE FORMULAS es una sucesion finita
z1,...,T, de expresiones sobre un alfabeto de una légica de primer orden, que veri-
fica: para todo 1 < ¢ < n, x; es una férmula atémica, o existe j < i tal que z; = —z;,
oexisten k,j < iy* € {V,A, =} tal que z; = (z; * ), o bien existe j < ¢ y una
variable X, de manera que x; =V X, z;,0x; = 3 X x;.

Una expresion « se dice FORMULA si existe una cadena de formacién de férmulas
r1,...,T, tal que x, = a.



Si A es un alfabeto de primer orden, el lenguaje de primer orden sobre A es el conjunto
de férmulas sobre el alfabeto A.

Ejemplo. Consideremos el lenguaje de primer orden £ =< F?,c, P? >.
Las siguientes expresiones son formulas atémicas en L:

P3(X1 X2), P?(c X3), PX(F?(X1 X2) X7)
Las siguientes expresiones son férmulas no atémicas:
3 X, PA(X; Xs), 3 X3 P?(X; Xy)
A

Definicién. Sea £ un lenguaje de primer orden, sea « una férmula de £, y sea X; una
variable que aparece en «. Definimos que X; es LIBRE en o como sigue:

1) Si « es una férmula atémica, X; es libre en .

2) a« = —f3,y X, es libre en « sii es libre en .

3) Sia = (a1 * ag), X; es libre en « sii es libre en «; 0 es libre en .
4HSia=VX;foa=3X;8, X;eslibre en asii i # j y X; es libre en 3.

Diremos que X; es LIGADA en « si no es libre en a.

Ejemplo. Dado el lenguaje de primer orden £ =< P2, F2, ¢ >, sea
a=3X; 3 X, PHX1 X3) =V X13 X, P?(X5 X3))

Las variables que aparecen en « son X1, X9, X3. X; y X son ligadas, y X3 es
libre. A

Definicion. Un ENUNCIADO (0 SENTENCIA) es una férmula tal que todas sus variables
son ligadas.

Si a es una férmula, observar que

- Si o es atdmica, entonces o €s una sentencia sii en « no aparecen variables.

- Si @ = —f3, v es una sentencia sii 3 es una sentencia.

- Si o = (e * a2), entonces « es una sentencia sii 1 y ap son sentencias.

-Sia =V X; foa=3X; 3 entonces o es una sentencia sii 5 es una férmula que
tiene a lo sumo como variable libre a X;.

Ejemplo. Si £ =< F2 P2 >, la siguiente férmula es un enunciado:

VX,V Xy PHFYX, Xa), F2 (X, X1))

6 Interpretacion de lenguajes de primer orden

6.1 Interpretaciones, ejemplos

Definicién. Sea £ un lenguaje de primer orden. Una interpretacion I consiste de un
conjunto no vacio U, que llamaremos universo de interpretacion o domino de inter-
pretacion, y funciones C — U, {§" — UY" }50y {" — P(U™)}n>0 - En



otros términos:

1) Un simbolo de constante c se interpreta como un elemento c; € U

2) Un simbolo de funcién n-ario F™ se interpreta como una funcién F7 : U" — U.
3) Un simbolo de predicados n-ario P™ se interpreta como una relacion P; de n vari-
ables (un subconjunto P;* C U™).

Ejemplo. Si £ =< F?2, ¢, P? >, las siguientes son interpretaciones de L:
DU=N,F}="4+",¢,=17,P} =" <”

(o alternativamente, P? = {(z,y) € N* : 2 < y})

2)U =R, F¥(z,y) =xy,¢c; =0, P ={(z,y) e R? : 22 + y* = 1}.

3) U el universo de las personas, F?(x,y) = x, ¢c; = Marilyn Monroe, y

P? = {(z,y) € U?: laedad de = es menor que la de y} A

Un lenguaje con igualdad es un lenguaje en el que aparece como simbolo de predicado
binario el simbolo =, y se usa para aclarar que se interpretard en la forma natural en
las interpretaciones en consideracion.

Ejemplo. Si £ =< F' =>, dos interpretaciones de £ son:
-U=Req, Fi(z)=x
-U =Rsg, F?(z,y) = 23 + 1. A

Ejemplo (de lo que no es intepretacién).

Si £L =< F!, =>, las siguientes no son interpretaciones de L:

-1 =(N,Fi(z) = g) (el codominio de F} debe ser N)

-I = (N, F}(z,y) =z +y) (F} debe ser 1-aria) A

6.2 Valor de verdad de un enunciado; variables libres, equivalen-
cia semantica, etc

Si £ es un lenguaje de primer orden e I es una interpretacién de £, le asignaremos a
cada término sin variables ¢ (por ejemplo, ¢t = F 2 (¢1 ¢2)) un elemento ¢; del universo
U,y a cada enunciado « un valor de verdad en {0, 1}.

Ejemplo. ;Cémo definimos el valor de verdad de un enunciado? Consideremos el
enunciado a = 3X, V X; P?(X; X3). Con la intepretacién (U = {1,2,3},<), aes
verdadero, pero con la interpretacién (U = N, <), « es falsa. A

Sea £ un lenguaje de primer orden, e I una interpretacion de L. Si ¢ es una sentencia
de £, vamos a definir inductivamente V;(¢) € {0,1}.
Denotemos n a la complejidad de ¢ (el niimero de conectivos que aparecen en ().

Sin = 0, ¢ es una férmula atémica sin variables, digamos ¢ = Pk(tl ...1g), con los
t;’s términos sin variables. Para poder definir V (i), vamos a extender el lenguaje £ del
siguiente modo: sea U el universo de interpretacién de I. Para cadaa € Uy, sea ¢, un
simbolo de constante (que agregaremos al lenguaje £). Denotemos £ = LU{¢ tacu,
y el simbolo ¢, se interpretard como a.

Si s es un término sin variables, sea m la complejidad de s (el nimero de simbolos de
funcién que aparece en s). Definiremos inductivamente s; € Uy:

Sim = 0, s es un simbolo de constante ¢, y definimos s; = c¢y. Si m > 0, entonces
s = Fk(sy...sp), siendo F¥ un simbolo de funcién k-ario y sy, .. ., 5, términos (sin
variables y de complejidad menor que m), y definimos s; € U como

S = .7:}@(81[ e Sk[)



1 si(tis...ter) € PF
Teniendo esto, definimos V() = S% (har br) € Pp
0 sino

Supongamos ahora que n > 0:

- Si @ = —a, se define Vi(p) =1 — Vi(p)

-Si @ = (a1 V ag), se define Vi (¢) = max(Vi(aq), Vi(az))

-Sip = (a1 A ag), se define V;(¢) = min(Vi(ay), Vi(asg))

-Si@ = (a1 = ag), se define V7 (p) = max(1 — V(ay), Vi(az))

- Si ¢ comienza con un cuantificador universal o existencial, analizamos este caso a
continuacion:

Definicion. Sea £ un lenguaje de primer orden, sea « = «(X;) una férmula, donde
X; es una variable libre de «, y sea n su complejidad. Sea ¢ un término sin variables.

Definimos inductivamente la férmula oz(Xi/t) (Ia sustitucion por ¢ en todas las ocur-
rencias libres de X; en «) como sigue:
-Sin = 0, « es una formula atémica, digamos o = ’Pk(tl ...lg), y se define

a(Xig) = PRt (X . t(Kip)

donde Z; (XVt) es el término que resulta de reemplazar X; por ¢ en ;.
- Si a = —f3, se define a(Xi/t) = ﬁﬁ(Xi/t)

- Sia = (a7 * as), se define oz(Xi/t) = (oq(X"/t) * az(XVt))-
-Sia =3 X; 3, se define a(Xi/t) =3JX; /B(X%j)-

-Sia =V X; 3, se define oz(Xi/t) =V X; 5(Xi/t)~

Volviendo a nuestro asunto:

-Sip = 3 X; a, se define V(¢
Vi(p) = 1siy solosi VI(oc(Xi/ca
-Sip =V X; a, se define V;(p
Vi(p) = 1siy solosi Vj(a(XVca

= sup{VI(a(Xi/ca)) : a € Ur} (observar que
) = 1 para algin a € U;.)

= inf{VI(a(Xi/Ca)) : a € Ur} (observar que
:a € Uy) = 1 para cualquier a € Uj.

Ejemplo.
Sea el lenguaje £ =< P?, F2 >, y la sentencia

a=3X; 3 X, P?(X1, F3(X1 X2))
Consideremos la interpretacién dada por
Ur =R, P} =<, F*(z,y) = zy

La in/t\erpretacién de aves 4 X713 Xo X7 < X7 Xo.
Sea £ = L U {¢, }aer. Tenemos que

Vi(a) = 1 <= existe a € R tal que V;(3X5 P?(cy F2(cq X2))) =1
<= existen a,b € R tal que V7(P?(c, F(ca b)) =1
< existen a,b € R tal que a < ab ( que se cumple cona = 1, b = 2)

, de modo que Vi(a) = 1. A
Ejemplo. Sea el lenguaje £ =< P{, P, =, F2 >,y la sentencia o dada por

a=VY X1 (Py(X1) =3 Xo 3 X3 (PH(X2) APHX3) A Xy = F2(Xs X3)))



Si consideramos la interpretacion I : (N, es primo positivo , es par mayor que 2 , +),
« se interpreta como ~ todo nimero par mayor que 2 se escribe como suma de dos
primos positivos”. (la famosa conjetura de Goldbach) A

Definicion (validez de una férmula).

Si L es un lenguaje de primer orden, y ¢ es un enunciado de £, diremos que ¢ es
VALIDA en una interpretacion I si V() = 1.

 se dice UNIVERSALMENTE VALIDA si V7(¢) = 1 para toda interpretacion 1.

Ejemplos

1) Si ¢ es un enunciado, (¢ V —¢) es universalmente vélida.

2) Sean (1, o formulas, donde el conjunto de variables libres de ; esta contenido en
{X}. Las siguientes sentencias son universalmente validas:

-(VX (g1 Ap2) = (VX 1 AV X ¢2))

- (VX o1 AV X ) = ¥V X(p1 A 2)).

-(3X (p1Ap2) = B X 1A IX )

3) Con 1, @2 como antes, la sentencia (3 X o1 A 3 X o) = I X (p1 A pa))
no es universalmente valida. En efecto, si consideramos el lenguaje £ = {P'}, la
interpretacion I = (N, x es par ), y las férmulas ¢; = P1(X) y o = =1, tenemos
queVI(HX ((pl/\QDQ)) :OyV](EXgﬁl AN HXQDQ) =1

Definicion (equivalencia de enunciados).

Sea £ un lenguaje de primer orden y sean 1, 2 enunciados de £. Decimos que
©1'Y w2 son equivalentes ( y notamos en tal caso @1 = p2) si Vi(¢1) = Vi(p2)
para toda interpretacién I de £, o equivalentemente, (o1 = ¢2) ¥y (2 = ¢1) son
universalmente validas.

Ejemplo. Con ¢4, ¢2 como en los ejemplos previos, tenemos que

VX (p1 Ap2) = (VX p1 AV X @)

6.3 Modelos

Definicion (Modelo).
Si £ es un lenguaje de primer orden, [ es una interpretaciéon de £, y I es un conjunto
de férmulas, diremos que I es un MODELO de I si [ satisface a v paratodo v € I

Ejemplos
1) (Grupos) Dado el lenguaje £ =< F?, ¢, =>, consideremos los siguientes tres enun-
ciados:

01 =Y X1V XoV X3 F2(X1, F2(Xo, X3)) = F2(F*(X1, X2), X3) (asociatividad )
0o =V X1 (F?(X1,¢) = X1 A F%(c, X1) = X1) (elemento neutro )
03 =V X1 3 Xy (F*(X1,X5) = cAF?(X2,X1) = c¢) (existencia de inverso )

Un modelo de {1, ¢2, ¢35} se denomina un grupo.

2) (Conjuntos con orden total denso) Dado el lenguaje £ =< P2, =>, considere el



conjunto I' que consta de los siguientes enunciados:

¢1: VX -P*X,X)
0o VX VY (PAX,Y) = -P*(Y, X))
03 VXYYV Z(PYX,Y)AP(Y,2Z)) = PX, Z))
0i VXYY (-X =Y) = (P)(X,Y) VPYY, X)))
05 VX VY (PAX,Y) =3 Z (P*X,Z) NP*(Z,Y)))
Los modelos de I' son los conjuntos con un orden total denso. Por ejemplo, Q con el

orden usual es un modelo de I'. Notar que ningiin modelo finito (esto es, interpretacién
con universo finito) satisface I'

Teorema (Teorema de Compacidad).
Si £ es un lenguaje de primer orden, y I es un conjunto de férmulas de £, entonces
T tiene un modelo sii todo subconjunto finito de I" tiene un modelo.

6.4 Isomorfismos

Definicion (ISOMORFISMO DE INTERPRETACIONES).

Sean A, B dos interpretaciones de un lenguaje de primer orden £, con universos re-
spectivos A 'y B. Una funcion 7 : A — B se dice un isomorfismo de .4 sobre B si es
biyectiva 'y

1) w(ca) = w(cp) para todo simbolo de constante c.

2) Paratoda simbolo de predicado n-ario P" y a1, ..., a, € A, setiene P’k (a1, ..., a,)
es verdadero si y solo si Pg(m(a1),. .., m(ay)) es verdadero.
3) Para todo simbolo de funcién n-ario F" y ay,...,a, € A,

w(Fylar, ..., an)) = Fg(m(ar),...,m(an))

Cuando existe tal 7, decimos que .A y 3 son isomorfas.

Ejemplos (de estructuras isomorfas)

1) Las estructuras (N, +,0) y (2N, +,0) son isomorfas: la aplicacién 7 : N — 2N
dada por 7(n) = 2n es un isomorfismo entre las mismas. (preserva la suma, es decir,
m(n 4+ m) = m(n) + w(m), y manda el 0 en s{ mismo).

2) Las estructuras (Z, <) y (Z,>) son isomorfas: la aplicacién 7 : Z — Z dada
por 7(z) = —x es un isomorfismo.

Teorema (LEMA DE ISOMORFISMO).
Si A, B son dos interpretaciones isomorfas de un lenguaje de primer orden £, entonces
para todo enunciado ¢, se tiene que

 es verdadera en A si y solo si ¢ es verdadera en 5



Mis atin, si 7 es un isomorfismo de A a BB, entonces para toda férmula @ (vg, . . ., Up—1)
(donde vy, ...,v,_1 son las variables libres de ¢, y n > 0), y ag,...,a,—1 en el
dominio de A, se tiene que

¢(ao, - .., an—1) es verdadera en A si y solo si p(m(ap), ..., m(an—_1)) es verdadera en B

Exhibimos ejemplos de estructuras no isomorfas:

Ejemplos (de estructuras no isomorfas)

1) Las interpretaciones (N, <) y (N, <) no son isomorfas: si P es el simbolo de pred-
icado que interpretan, la sentencia ¢ = 3 zV y P(z,y) es falsa en (N, <) pero ver-
dadera en (N, <).

De un modo ingenuo: si tuviera una funcién 7 : (N, <) — (N, <) que preserva la
relacién, en particular (1) < 7(1), lo cual es absurdo.

2) Las interpretaciones (Z, <) y (N, <) no son isomorfas: si ¢ es el enunciado “existe
un minimo”, que podemos escribir como

p=FzVy(z<y)V(y<w) =<y

una forma de escribir x#y

, el mismo es verdadera en (N, <) y falso en (Z, <).

3) Las intepretaciones (N, +) y (N, -) no son isomorfas: si F es el simbolo de funcién
que interpretan, la sentencia ¢ = JxVy(F (z,y) = x) ("existe un elemento absorbente”)
es verdadera en (N, -) y falsaen (N, +).

De un modo ingenuo: si 7 : N — N es una funcién tal que 7(nm) = w(n
m(m) V n,m € N, entonces 7(0) = 7(0.0) = w(0) + 7(0), con lo cual 7(0) =
entonces, para todo n € N, tenemos que

) +
0,y

0=m(0) =n(0.n) = w—&—ﬂ'(n) =m(n)

asi que 7 = 0 (en particular, no es biyectiva)

6.5 Conjuntos definibles

Definicién (conjuntos definibles).

Sea L un lenguaje de primer orden, sea ¢(X ) una férmula con una tnica variable libre
X, e I una interpretacion de £ con universo U;. Dado A C Uy, diremos que A es
DEFINIBLE (también se dice DISTINGUIBLE 0 EXPRESABLE) si existe una férmula ¢
con una tnica variable libre X tal que A = {a € U; : go(X/Ca) esvélidaen I}, y
diremos en tal caso que ¢ define o expresa a A.

Un elemento u € Uy se dird DISTINGUIBLE si {u} es distinguible.

Ejemplos

1) Sea £L =<=>, y la interpretacion con universo Uy, un conjunto arbitrario. Con-
sidere la formula o(X) : X = X. Es claro que o expresa a Uy, y —p expresa a ().

2) Sea £L =< F' c¢,=>y la interpretaciéon I : (N,suc,0), donde suc : N — N



es la funcién sucesor (suc(z) = z + 1). Dado n € N, podemos escribirlo como
n = suc”(0). Consideremos la férmula

Pn(X): (FI)"(0) = X

(donde es claro que se entiende por (F1)"(c)). La férmula ¢,, expresa a n (asi que n
es distinguible para todo n € N bajo esta interpretacion)

Observaciones

Sea L un lenguaje de primer orden e I una interpretacion de £ con universo U;. En-
tonces:

eSiAj,..., A, CUjsondefinibles (en £), entonces | J;_; A; y (-, A; son definibles.
e Si A C Uy es definible, entonces A€ es definible.

e Sim : Uy — Uy es un isomorfismo (de la interpretacién I sobre 1),y A C Uy
es definible, entonces f(A) C A: efecto, si p(X) es una férmula que expresa a A, y
a € A, como p(a) es verdadero (en I) y 7 es iso, se tiene que ¢(f(a)) es verdadero,
estoes, f(a) € A.

7 Arboles

Definicion. Un ARBOL A es un conjunto parcialmente ordenado con primer elemento
(llamado RA{Z del drbol) tal que V 2 € A, el conjunto {y € A : y < z} es finito y
totalmente ordenado.

Un elemento zg € A se dice NODO TERMINAL si zg es maximal en A.

Definicion (extension inmediata de un drbol).

Si A es un arbol de un enunciado ¢, diremos que un arbol A’ es de EXTENSION IN-

MEDIATA de A, si se obtiene agregando a un nodo terminal de A una férmula del

siguiente tipo:

1) Si la férmula que corresponde a dicho nodo es del tipo =—¢, agregamos a.

2) Sies del tipo (a A B), ~(a V ), ~(ar = B), agregamos respectivamente o 0 3, —«
——— ——

=-aA-f =aA-fB

05, a0 0.

3) Sies del tipo (a V 3), =(a A B), (o = ), agregamos respectivamente o y 3, ma y
—_—— ——

=-aV-p =-aVp
B, may f.
4) Sies del tipo 3 X a0~V X «, agregamos respectivamente a(X/c), —‘CY(X/c),
con c un simbolo de constante de Ly, que no aparece en A.
5) Sies del tipo V X a0 =3 X «, agregamos respectivamente oz(X/t), ﬂoz(X/t), con
t un término sin variables.

Definicion (Arbol de refutacion).
Un éarbol de refutacion A de un enunciado  es un arbol que se obtiene a partir de A
en un numero finito de pasos, mediante la construccion de extensiones inmediatas, es

decir, existe drboles Ay, ..., A, tales que A1 = {¢}, y A;11 es extensién inmediata
de A; paratodo1 <i<n—1.
Un érbol de refutacién de un conjunto finito de enunciados {1, ..., ®,} es un drbol

de refutaciéonde ¢ = A ;.
i=1

1=



Definicion (Conjuntos saturados de enunciados).

Si H es un conjunto de enunciados de un lenguaje de primer orden (esto es, una teoria),
H se dice SATURADO si verifica las siguientes propiedades:

1)Si p € H, entonces ~¢ ¢ H.

2) Si =—p € H, entonces ¢ € H

3)Si(aVvp) e Hyentoncesa € Hof € H

4)Si (a A B) € H, entonces o, 3 € H.

5)Si (a« = ) € H, entonces ~« € Ho 5 € H.

6) Si =(a = ) € H, entonces o, —f3 € H.

7)Si =(aV ) € H, entonces ~«, 5 € H

8) Si =(aA ) € H, entonces ~« € Ho—-f € H.

9)Si3d X ¢ € H, entonces cp(X/C) € H, con c un simbolo de constante.

10) SiV X ¢ € H, entonces cp(X/t) € H para todo término sin variables ¢.

11) Si -V X ¢ € H, entonces — gp(X/c) € H, siendo c un simbolo de constante.
12) Si -3 X ¢ € H, entonces ﬁcp(X/t) € H para todo término sin variables ¢.

Es claro qué se entiende por conjunto saturado de férmulas de la 16gica proposicional
(mirar solo las condiciones (1) a (8) en la definicidn anterior)

Ejemplo.

El conjunto H = {——pa, (p1 = p3), 2, p3} es saturado. Por otra parte, claramente es
satisfacible. A
Proposicion.

Sea S C FORM saturado. Entonces S es satisfacible.

Demostracion.
Sea v : FORM — 2 la siguiente valuacién: para una variable proposicional p,

1 sipesS
v(p):=¢0 si-pes
0 sipgSy-p¢sS

Esta bien definida porque S es saturado. Probaremos por induccién que v satisface .S.
Sea oo € S. Si « es una variable proposicional o la negacién de una variable proposi-
cional, por definicién de v tenemos que v(a) = 1.

Si no, « es de alguno de los siguientes tipos:

1) @« = =—f: como S es saturado, 8 € S, asi que por hipétesis inductiva v(8) = 1,y
por ende v(«a) = 1

2) « es una conjuncion, disyuncién, implicacién, o una negacién de alguno de estos
tipos: usando la hipétesis inductiva, se desprende inmediatamente que v(a) = 1 en
cualquiera de estos casos. O

A continuacién enunciamos y probamos el resultado andlogo para conjuntos saturados
de enunciados:

Teorema.
Si £ es un lenguaje de primer orden, y S es un conjunto saturado de enunciados de £,
entonces S es satisfacible

Demostracion.
Sea I la siguiente interpretacion (llamada interpretacion de Herbrand asociada a S):



- Ut es el conjunto de términos sin variables de L.
- Si ¢ es un simbolo de constante, c; = c.
- Si F* es un simbolo de funcién k-ario, F¥ se define como

Fr(ty, ... ty) = FF(ty.. . tr)

(de manera que en general, t; = ¢ para todo término ¢ sin variables)
- Si P* es un simbolo de predicado k-ario, se define

Pf={(t1,.. . ts) €UF : P*(tr ... 1x) € S}

Tomemos « € S'y probemos que V(o) =1

1) Si a es formula atémica, digamos a = Pk(tl ...tg), con ti,...,t; términos
sin variables, tenemos que V7(a) = 1 siy solo si (ti7,...,txr) € PF siy solo si
a =Pkt ...tx) €S, que es la hipétesis.

2) Sia = 3 X f, entonces 3 (X/C) € S para algin simbolo de constante c. Por
hip6tesis inductiva, VI(B(X/C)) =1,yluego V;(F X 5) = 1.

3)Sia =V X (, entonces 8 (X/t) € S para todo término sin variables ¢. Por hipétesis

inductiva, se tiene que V(5 (X/t)) = 1 para todo término sin variables ¢, y entonces
VI(Oé) =1.

4) Si o = (g V ag), por ser S saturado, tenemos que a; € S 0 ae € S, asi que por
hip6tesis inductiva, uno de ellos tiene valor de verdad 1, de modo que Vi («) = 1.

5) Si a = (a1 A g), por ser S saturado tenemos que a1, ap € S, asi que por hipétesis
inductiva Vi (o) = 1,7 = 1,2, y luego V(o) = 1.

6) Supongamos ahora que o = —3. Como S es saturado, tenemos que a; ¢ S

Si a; es férmula atémica, digamos a; = P¥(¢; ... 1) ¢ S, por definicién de la inter-
pretacién del predicado se tiene que V() = 0, y luego Vi () = 1.

Si «; comienza con el cuantificador universal o existencial, entonces &« = —a; es
equivalente a un enunciado que comienza con el cuantificador existencial o universal
respectivamente (y de igual complejidad que «), asi que nos reducimos a los casos (2)
y 3).

Si a; = =3, entonces a = =—3, de modo que por saturacion de S se tiene que 3 € S.
Por hipétesis inductiva, V;(8) = 1 = Vi(——8) = Vi(a).

Sia; = (B1V B2), entonces a = —(f1 V B2), de modo que —f31,—f2 € S. Por
hipétesis inductiva, V7(=4;) = 1 (i = 1, 2), implicando V;(«a) = 1.

El caso en que «; es una conjuncién o una implicacion se resuelve andlogo al anterior.
En definitiva, probamos que si @ € S es la negacién de un enunciado, entonces es
satisfacible.

7) Si « = (a1 = «2), entonces —a; € S 0 as € S. En el segundo caso, la hipdtesis

inductiva ya concluye. En el primer caso, observar que S := —q; es un enunciado
de complejidad menor o igual que «, asi que se aplica el caso (6) para concluir que
Vi(—ap) = 1, implicando V7 («) = 1. O
Corolario.

Si « es un enunciado, o una férmula de la 16gica proposicional, y A es un arbol de «
que tiene una rama saturada, entonces « es satisfacible.

Definicion.

Dado un drbol A de un enunciado o de un elemento de FORM, una rama R de A se dice
CERRADA siexiste ¢ € Atalque p € Ry —p € R.

El arbol A se dice COMPLETO si todas sus ramas son saturadas o cerradas.



Observacion:
Si a es un enunciado o una férmula de la 16gica proposicional que admite un 4rbol
cerrado, entonces « es universalmente invalida (respectivamente, « es contradiccion)

Proposicion.
Si o es una férmula de la 16gica proposicional, entonces o admite un arbol de refutacién
completo.

Demostracion.
Induccién en £, (o) := c¢(a) + #VARR(«)) (llamada longitud modificada de ) O

Como consecuencia de los resultados previos, tenemos el siguiente corolario:

Corolario.

Sea S C FORM finito. Son equivalentes:

(1) S es satisfacible

(2) Existe un arbol de refutacion completo de S con una rama abierta (o sea, una rama
saturada, por ser completo).

(3) Todo arbol de refutacion de S admite una rama abierta.



8 Lenguaje de programacion .
El lenguaje de programacion .¥ posee

e variables de entrada
e variables locales

e | variable de salida que usualmente notamos con la letra Y

Todas las variables son niimeros enteros no negativos.

Todas las variables no ingresadas tiene valor inicial 0.

No hay limite en cuanto a la cantidad de variables a ingresar.

La sintaxis del lenguaje ., ademas de variables, posee etiquetas.

Un programa en . consiste en una lista (sucesion finita de instrucciones).

En ., tenemos permitidas las siguientes 3 tipos de instrucciones, que pueden o no
estar etiquetadas:

e V + V + 1 (incrementar en 1 la variable V')

0 siV =0
e if V£0, goto[L], donde [L] es una etiqueta

V-1 siV#0
oV — { stV # (resta truncada por 1, que usualmente notaremos V' + V — 1)

Mais adelante, agregaremos la instruccién V < V.
Usualmente, notamos [E] (exit) al salir del programa.

Definicion (funcién parcial).

Una FUNCION PARCIAL f sobre un conjunto A es una funcién tal que dom(f) C A.
Si f es una funcién parcial sobre un conjunto Ay a € A, entonces:

- Si a € dom(f), decimos que f(a) estd definida y notamos f(a) |

- Si a ¢ dom(f), decimos que f(a) estd indefinida, y notamos f(a) 1.

Si dom(f) = A, decimos que f es una funcién total.

Definicion.
Decimos que un programa computa a la funcién parcial f : N* —; N si dadas las en-
tradas (a1, ...,ax) € dom(f), el programa devuelve f(ay,...,ax),ysi(a1,...,ax) ¢
dom( f), el programa no esté definido con esas entradas.
Ejemplos
1) El siguiente programa computa a la funcién constantemente igual a n:

Y<Y+1

Y<<Y+1

n veces
Y<Y+1

2) Considere el siguiente programa:

if X#0, go to [A]

go to [E]
[A] Y+ Y +1
X+ X-1

if X#0, go to [A]




Este programa computa a la funcién id : N — N.

En el ejemplo anterior, hemos hecho uso de la pseudoinstrucciéon go to [E]. La misma
se denomina una macro. Una macro es sencillamente una pseudoinstruccion abreviada.
La parte del programa que se abrevia se denomina expansion de la macro.

Ejemplos de macros
1) (Salto incondicional go to [L])
Una posible expansion de go to [L] es como sigue:

VV+1
if V#0, go to [L]

(donde V' es una variable no usada anteriormente)

2) (Z <+ 0: asignar el valor 0 a la variable Z):
Una posible expansion de esta macro es como sigue:

[A] Z+ Z -1
if Z#0, go to [A]

3) (Z < X: copiar el valor de X en Z) Una posible expansion de esta macro es la
siguiente:

Z <+ 0
if X#0, go to [A]
go to [E]
[A] Z«+ Z+1
X+ X-1
if X#0, go to [A]

La desventaja de esta macro es que no mantiene el valor de X. A continuacién, exhibi-
mos una macro de Z <— X que mantiene el valor de X:

Z 0

W<+0

if X#0, go to [A]

go to [E]

[A] Z+ Z+1
W—W+1
X+ X-1
if X#0, go to [A]

[B] W+« W-1
X—X+1
if W+#0, go to [B]




5) (Z + X1 + Xa2: sumar dos variables) Podemos considerar la siguiente expansion:

7 X1
if Xo#£0, go to [A]
go to [E]
[A] Z+ Z+1
X2 — X2 —1
if Xo#0, go to [A]
Ejercicio
Computar la funcién parcial f : N2 — Ndadapor f(z1,x2) = {il 2 S? 2=n
si no
Solucién
El siguiente programa en .¥’ computa f:
Y X,
Z +X5
if Z#0, go to [A]
go to [E]

[A] if Z#0, go to [B]
go to [E]

[B] if Y #0, go to [C]
go to [B]

[C]l] Y+Y -1
Z<+—7Z—1
go to [A]

Proposicion.

Sea f : N¥ — N una funcién de k variables, g1, g2, ...,gx : N* — N de n vari-
ables, y sea h : N — N dada por h(z) = f(g1(z),...,gr(z)).

Si f,91,-..,9r son (parcialmente) computables, entonces h es (parcialmente) com-
putable.

Demostracion.
El siguiente programa computa a h:

Z1 <—gl(X1,...,Xn)
ZQ %gg(Xl,...,Xn)

Zk — gk(Xla A ,Xn)
Y «— f(Zy,...,Z)



9 Recursion, funciones recursivas primitivas, etc

Definicion.

Dado £k € Ny H : N x N — una funcién, decimos que la funcién f : N — N se
obtiene por recursion a partir de k y H si se verifica:

) f(0) =k

(i) f(n+1) = H(n, f(n))

Ejemplo.
., apg = 3
Sea la funcién a : N — N dada por
ap4+1 = 3a, +1
En este ejemplo, si llamamos k = 3y H(x,y) = 3y + 1, tenemos que a se obtiene por
recursion a partirde k y H. A

Ejemplo.
Seak =0y H(z,y) = « + y. Calculemos la funcién f definida por recursion a partir
dekyH:

fln+1)=H(n,f(n))=n+fn)=n+n-1)+f(n—1)+---+0+ f(0)
i

n(n+1)

nin—1)

5 VneN A

Luego, f(n) =
Proposicion.
Si H : Nx N es una funcién computable, entonces una funcién f definida por recursion
a partir de un k € Ny H es computable.

Demostracion.
El siguiente programa en el lenguaje . computa a f:

Y «— k

[C] if X #0, go to [A]
go to [E]

[A] Y« H(Z)Y)
Z+—Z+1
X+ X-1
go to [C]

De forma anéloga, se define una funcién de & variables por recursion:

Definicion.

Seang : N¥ — Ny H : NF*2 — N (con & > 0). Decimos que una funcién
f : NF+1 5 N se obtiene por recursién a partir de g y H si se verifica:

@) f(z,0) = g(z) Vo € N*

(i) f(z,n+1) = H(z,n, f(z,n))Vx € N* neN.




Proposicion.
Sig:NF — Ny H : N*+2 — N son funciones computables, entonces la f obtenida
por recursion a partir de g y H es computable.

Demostracion. La prueba es similar a la anterior. O
Ejemplo.
Consideremos la funcién suma S(x1,x2) = x1 + x2. Tenemos que
S(z1,0) = 21 (i.e, S(—,0) = idy, que es computable )
S($17£L'2 + ].) = —+ (SUQ + 1) = (1’1 —+ 1'2) —+ 1= S($1,$2) —+ 1= H((El,.’L‘Q,S(QJhZL’Q))

con H(x1,z2,2x3) = x3 + 1 (computable).
Luego, S es computable. A

Definicion (Funciones iniciales).

Llamaremos FUNCION INICIAL a una funcién que corresponde a uno de los siguientes
tipos:

(1) cero(z) =0V x

(2) suc(xz) = x + 1 (la funcién sucesor)

(3) Proyecciones: si k € Ny 0 <n <k, se define IT} (x1, ..., zx) = &p.

Definicion (Funciones recursivas primitivas).

Una funcién f : N¥ — N se dice RECURSIVA PRIMITIVA si se obtiene en un nimero

finito de pasos a partir de las funciones iniciales usando las operaciones de composicién
y/o recursion.

Observacion
Toda funcién recursiva primitiva es computable.

Ejemplos
1) En el anterior ejemplo, H (1,22, 23) = suc(II3(z1,22,73)), de manera que la
funcién suma S es recursiva primitiva.

2) La funcién producto prod(zq,z2) = a2 es recursiva primitiva. En efecto, ten-
emos que
prod(—,0) =0
prod(zy, e + 1) = prod(z1,z2) + 71
= H(x1, 2o, prod(z1,22)) , con H = suma(TI3, IT3)

. 0 sizg =21 =0
3) Sea la funcion pot(z1,z2) = ¢ 2 R
x3'  en caso contrario
0 To = 0 . e <z
Tenemos que pot(0, x2) = ) 40 que es recursiva primitiva como funcién de
)

T2, dado que se obtiene por recursion a partir de O y 1.
Tenemos que

pot(zy + 1,22) = xglﬂ = x5z = prod(pot(z1, z2), T2) = H(x1, z2, pot(x1, z2))



donde H (1, 9, x3) = prod(I13(z1, 2, x3), 113 (21, 22, 3)).
Luego, la funcién pot es recursiva primitiva.

4) Sea la funcién f(n) = n" . Asi, por ejemplo
) =1, f(2) =22 =4, f(3) =3 =37
Llamemos G(n,m) = n™ . Tenemos que G(n,0) =1y
G(n,m+1) = n™™ = pot(G(n,m),n) = H(n,m,G(n,m))
con H(x,y,z) = pot(z,x). Luego, G es recursiva primitiva, y como f(n) = G(n,n),
concluimos que f es recursiva primitiva.

0 n=~0

5) Sea la funcién predecesor definida por pred(n) = .
n—1 n>0

Tenemos que pred(0) =0y
pred(n + 1) =n = H(n,pred(n)) con H(x,y) ==z
Luego, pred es recursiva primitiva.

m—-n m>n

6) Sea la resta truncada, definida por R(m,n) = { .
0 m<n

Tenemos que R(—,0) = idy y

= {7 T
= pred(R(m,n))
= H(m, R(m,n))

con H(z,y) = pred(y). Luego, la resta truncada es recursiva primitiva.
Usualmente, denotaremos R(x,y) = x—y.

7) Para z,y € N, tenemos d(z,y) := |z — y| = r—y + y—=z. Luego, d es recur-
siva primitiva.

1 =
8) Sea la funcién eq(z, y) = { “ =Y Tenemos que:

0 z#y
eq(z,y) =l |z —y|=0=1-|z—y|=1

,estoes, eq(x,y) = 1—d(x,y). Luego, eq es recursiva primitiva.

1 z<y . .
es recursiva primitiva. En efecto, tenemos

9) La funcién menor(z,y) = {0 -
=Y

que
menor(z,y) =1 <=z <y < y—x # 0 < eq(y—x,0) =0

, esto es, menor(x,y) = 1—eq(y—z,0).



Definicion.

Si P C N” (un predicado de n-variables), diremos que P es computable (respectiva-
mente, recursivo primitivo) si su funcidn caracteristica Cp : N* — N es computable
(resp, recursiva primitiva)

Proposicion.
Si P, @ son dos predicados de n-variables, se verifican las siguientes condiciones:
(1) Si P, @ son computables, entonces (PV @), (PAQ) y (P = @) son computables.

(2) Si P es computable, entonces —P es computable.
(3) Los items anteriores siguien valiendo si los predicados son recursivos primitivos.

Demostracion.
Todo es una consecuencia inmediata de las siguientes identidades, y el hecho de que la
suma, el producto y la resta truncada son recursivas primitivas:

Cop=1-Cp
Cpra = CpCo

Cpvg=Cp+Cq—CpCq
Cp=q=(1-Cp)+CoCp

O

Proposicion.

Sean f1,...,fx : N — N £k funciones recursivas primitivas, y sean P, ..., Px
k

k predicados recursivos primitivos tales que P, A P; = Osii # jy \/ P, = N™.
e

?
Entonces la siguiente funcién g : N — N es recursiva primitiva:

filzy,...,xy) siPi(xy,...,2,) es verdadero
(@1, ) =
fre(x1, .. xn)  si Pp(z1,...,z,) es verdadero
k
Demostracion. Tan solo basta observar que g = Z Cp, fi O
i=1
Ejemplo.

Para n entero positivo, sea r;,(n) el resto de dividir a n por b.
Tenemos que 7,(0) = 0,y

ry(n+ 1) = {Tb(n) +1 sirp(n)+1<db

0 sirg(n)+1>0
= H(n,rp(n))
1 i 1<b
con H(z,y) = {g + S? Y 1 1> b (recursiva primitiva)
siy >

Luego, r} es recursiva primitiva. A



Definicion (existencial y universal acotados).
Sea P = P(x1,...,2,) un predicado de n variables. Se define el predicado existencial
acotado Q(x1,...,2p_1,Y) = i<y P(z1,...,%n_1,t) en la forma obvia:

Q(z1,...,2,-1,Y) es verdadero <= 3t <Y tal que P(x1,...,2,_1,t) es verdadero

Se define el universal acotado Vy<y P(%1, ..., Zp_1,t) := — (Htgyﬁ(P(xl, e T, t))) )

Definicion (Sumas y productos acotados).
Sea f : N* — N una funcién, con n > 2. Se definen la suma y producto acotados
Sf, Py : N* — N asociados a f como

Sf(l'l,...,.%n,l,Y): f(.Tl,...,l’n,l,t)

Pf(Il,...,In_l,Y): f(Il,...,In_l,t)

= I~

o~
i

0

Proposicion.
Si f es recursiva primitiva, entonces Sy y Py son recursivas primitivas.

Demostracion.
Hacemos recursién en Y: tenemos que

Sf(xla v 7xn—150) = f(xla v 7xn—170>
donde el miembro derecho es recursivo primitivo, y

Sf(xh...,xn,l,Y—i— 1) = Sf(fL'h...,:En,hY) + fz1, ..y xp_1, Y +1)
=S¢(z1,.. ., -1, Y)+ f(z1,...,2pn_1,50¢(Y))
= H(xlv s 7xn—1aKSf(xl7' .. 7xn—17Y))

con H(z1,...,xp—1,Y,Z) = Z + f(21,...,2n—1,s0c(Y)), que es recursiva primi-
tiva. La prueba para el producto acotado es esencialmente idéntica. O
Corolario.

Si P = P(x1,...,2,) es un predicado de n-variables recursivo primitivo, entonces
i<y P(x1,...,2n-1,t) y Vi<y P(21,...,Tn_1,1) son recursivos primitivos.
Demostracion.

Basta probarlo para el universal acotado.

Pues bien, llamando Q(z1,...,2p—1,Y) = Vi<y P(21,...,2,-1,Y), tan solo basta

observar que

Y
CQ(LUl,...“’En,l,Y) = HCp(xl,...,l‘nfl,t) = ,PCP(xl,...,mnfl,Y)
t=0

y usar la proposicién precedente. O

Ejemplos
1) Sea el predicado div(x, y) = x divide a y. Tenemos que

zly <= Jt<ytalquey = xt



,esto es, div(z, y) = Ji<y eq(z, yt). Luego, div es recursivo primitivo.
——

rec prim
N————

rec prim

2) Sea la funcién 7 : N — N definida por 7(0) = 0 y paran > 0,

7(n) = nimero de divisores positivos de n

n

Tenemos que 7(n) = E div(x,n) (que es una suma acotada asociada a div evaluada
=1
en (n,n)). Luego, T es recursiva primitiva.

3) Sea el predicado prime(n) = n es primo .
Observando que prime(n) = eq(7(n), 2), deducimos que el predicado prime es recur-
sivo primitivo.

MINIMIZACION
Sea P(z1,...,Zk,Tr4+1) un predicado de k 4 1 variables. Se llama operador
minimizacién (de P) a la siguiente funcién parcial de k variables:

rntinP(:cl, oo, X, t) =min{t € N: P(zq,...,zy,t) es verdadero }

Ejemplos
1) Sea el predicado P(x,y) : ¢ < y. Dado = € N, tenemos que

mtin P(z,t) = mtinx <t=x+1=suc(x)

2) Sea el predicado Q(x,y) : > y. Su operador de minimizaci6n es

0 >0
min Q(z,t) = minz >t = ‘

t t T =0
Proposicion.
Si P(z1,...,2k+1) es un predicado computable de k+ 1 variables, entonces la funcién
parcial de k variables f(z1,...,2) = mtin P(z1,...,z,t) es parcialmente com-
putable.
Demostracion.

El siguiente programa computa a f:

[C] if P(Xq,..., Xk, Z), goto[A]
Z<+—Z+1
go to [C]

[Al Y «+ Z




MINIMIZACION ACOTADA
Sea P = P(x1,...,Zk+1) un predicado de k+1 variables. Se llama minimizacién
acotada de P a la siguiente funcién de k£ + 1-variables:

min P(zq,..., Tk, t)
t<Tpt1
En caso de que no existe ¢ < x4 tal que P(xy,..., 2k, t) es verdadero, me

devuelve el valor 0.

Ejemplo.
Si Q(z,y) : x > y, entonces Iga<in Qz,y) = En<inx >t =0 paratodo z,y € N. A
Y Y

Proposicion.
Si P = P(x1,...,2,41) es un predicado primitivo recursivo, entonces el predicado
G(x1,. . 2, y) = m<in P(x1,...,xg,t) es primitivo recursivo.
t<y
Demostracion.
En efecto, tenemos que G(z1,...,2,,0) =0y

G(x17~"5zk7y+1) :Iglg;lp(zla"'axk7t)

)Gz, e, y)  si(2P(2, .2k, y) V (Fi<y P, - ., o, 1)) es verdadero
N y+1 en caso contrario

:H(xlw"axkayaa(xlw"7xkay))

donde H viene dada por

z si (mP(z1,...,25,9)) V (Fi<yP(x1, ..., 2, t)) es verdadero

H($1,...,£L’k,y,2) _{

y+1 encaso contrario

Como P es recursivo primitivo, H también lo es, y por lo tanto GG es recursiva primitiva.
O

Veamos algunos ejemplos de aplicacion:
Ejemplos

1) Sea la funcién f(n) = [\/n] (la parte entera de la raiz cuadrada de n).
Tenemos que

f(n) = min{t + 1 > /n} = min{(t + 1)* > n}
t<n t<n
Luego, f es recursiva primitiva.

2) Sea (p(n))nen la secuencia creciente de todos los nimeros primos positivos.
Tenemos que p(0) = 2.



Ahora, si p(j)|p(n)! + 1, entonces j > n, y en particular p(n+1) < p(j) < p(n)!+1.
Por consiguiente,

p(n+1) = tgi?g}ﬂ(prime(t) At > p(n)) = H(n,p(n))

con H(z,y) = tg;jillil(prime(t) At > y), que es recursiva primitiva.

Luego, la funcién (p(n)),en es recursiva primitiva.

10 Numeros reales computables

Sea x € R>p, © = b,a1az ... (su desarrollo decimal). Se define dig, : N — N
por dig, (0) = by dig,(n) = a, paran > 1. (Es dig, una funcién computable? En
general no lo es, ya que el conjunto de funciones computables es numerable, pero Rx>q
no lo es.

Observemos que si b = 0, entonces dig, (n) = r19(|10™z]).

Definicién (nimeros computables).
Un niimero real x > 0 es computable si la funcién dig, definida anteriormente es
computable.

Ejercicio:
Probar que la definicién de nimero computable en realidad no depende del sistema
numérico.

Ejemplos
1) Todo nimero racional es computable.

2) Dados N,m € N con m > 1, el nimero /N es computable. En efecto, si
h(n) = [10™ %/ N], tenemos que

h(n) =min{t e N:t+1> 10" ¥/ N} =min{t e N: (t+1)™ > 10"™N}
=min{t < 10"N : (t+1)™ > 10"™N}

, de modo que h es recursiva primitiva.



11 Codificacion

Definicion (La funcién par).
Llamaremos FUNCION PAR a la funcién <, >: N> — N definida como

<z,y>=2"°Q2y+1)—1

Vemos de inmediato que la funcidn par es biyectiva y recursiva primitiva. Su inversa
<,>" 1N — N2 es de la forma <, >~ (n) = (¢(n),r(n)),con {,7 : N — N.
Explicitamente, ¢ y r vienen dadas por:

{(n) = max{t € N: 2"|n + 1}
n+1 1

_ 2lm)
r(”) - 9

De aqui, vemos que £ y r son recursivas primitivas.

Definicion.

Sipi,p2,...,Pn,-.. €suna enumeracion de los nimeros primos, definimos para cada
k > 1, una funcién de k variables [...] : N¥* — N como sigue: dado (ay, ..., ax) €
N¥, se define

a a
[al,ag,...,ak] :pll...pk’C -1
(Notar que es inyectiva y recursiva primitiva)
Si P es un programa en el lenguaje .# (esto es, una secuencia finita de instrucciones

I, I, ..., Iy de .¥), le asociaremos un nimero natural que llamamos el cédigo de P,
y denotamos # P. Antes de esto, primero requerimos codificar las instrucciones.

Codificacion de las instrucciones

Si I es una instruccion del lenguaje ., le asignaremos un nimero natural #/, llamado
el codigo de I. Como convencidn, a la lista de instrucciones basicas del lenguaje .
agregaremos el macro V « V.

Enumeraremos las variables y las etiquetas del lenguaje . del siguiente modo:

Y7.’171,Zl,$2722,...
A17B1a01;D17A27BZaCQ;D27'"

donde las z; serdn las que se usan como variables de entrada, y la Y como variable de
salida.

Si V es una variable (de las de arriba), #V denotara la ubicacion de la variable V en la
enumeracion anterior (empezando desde 1). fdem, si F/ es una etiqueta, # F denotara
la ubicacién de la etiqueta E.

Si I es una instruccion bdsica del lenguaje .&, definimos

#1 =< a,<b,c>>

donde a, b, ¢ € N son definidos como sigue:

#FE  si [ tiene una etiqueta F/
°q = .
0 si no tiene etiqueta



e c = #V — 1, donde V es la inica variable que aparece en I.

0 silesV +V
oh— 1 silesV+V+1
)2 silesV V-1

#C+2 silesifV#0,g0toC

Proposicion. La funcién que a cada instruccién I le asigna su cédigo #I es una
biyeccion entre el conjunto de instrucciones del lenguaje . y los nimeros naturales.

Demostracion.
Si I, J instrucciones tales que #1 = #.J, esto es,

<ar,<brcr >>=<aj,<bj,cy>>

por inyectividad de <, >, se tiene que a; = aj, by = by y cy = cj,estoes, I = J.

Ahora, dado n € N, veamos cudl es la instruccion [ tal que n = #1, esto es,
ar=4€(n) y <br,er >=r(n)
equivalentemente,
ar =4(n), by =L(r(n)), ¢ =r(r(n))

Si 4(n) = 0, entonces I no debe tener etiqueta. Si £(n) > 0, I tiene como etiqueta a
aquella de ubicacién £(n).

La variable V' que aparece en I es aquella de ubicacién #V = r(r(n)) + 1.

Si 4(r(n)) = 0, entonces I es del tipo V «+ V.

Sil(r(n)) =1,esdeltipoV « V +1

Sil(r(n)) =2,esdeltipoV «V —1

Si{(r(n)) > 3, es del tipo if V' #£ 0, go to C, con C la etiqueta que estd en la posicion
L(r(n)) —2. O

Definicion. Si &2 = {I,..., I} es un programa del lenguaje .7, se define el cédigo
de & como

I I
#P = [#0, ..., #L,) =pf" L pf 1

Ejemplo. Consideremos los siguientes programas & y &s:

Py if X1 #0, goto Ay

Py if X1 #0, goto Ay

Y «Y

Se tiene que # P, = 2711 — 1y #P, = 271130 _ 1 asi que #P, = #P;. A
Convencion: Si P es un programa con més de una instruccién, no permitiremos que
la dltima instruccién sea la de cédigo nulo.
Bajo la convencidn anterior, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion. La funcion que asigna a cada programa & su c6digo # 2 es una biyeccién
entre el conjunto de programas del lenguaje . y los naturales.



12 El problema de la parada o Halting Problem

0 siz=0

Ejemplo. Sea la funcién parcial f(z) = {T iz 40
six

El siguiente programa computa a f:
[A] if X #0, goto[A]
A

El problema que consideramos aqui es ver si es posible determinar algoritmicamente
si un programa se detiene o no con una entrada dada. En otros términos, ;Es cierto que
la siguiente funcién Halt : N — N es computable?:

1 siel programa de c6digo y se detiene con entrada x

0 sino

Halt(x,y) := {

(decimos que un programa se detiene con entrada x € N si se detiene cuando le asig-
namos el valor z a la variable X7 y 0 a otra variable de entrada que aparezca en dicho
programa)

Teorema. Halt no es una funcién computable.

Demostracion.
Supongamos por absurdo que Halt(z,y) es computable. Entonces Halt(z, x) es com-
putable. Consideremos el siguiente programa &:

[A] if Halt(X, X) =1, goto [A]
Llamemos n = #&2. Tenemos que

1 siel programa & se detiene con entrada n

0 sino

Halt(n,n) = {

1 siHalt(n,n) =0
0 sino

, lo cual es absurdo. Luego, Halt no es una funcién computable. O

Corolario. Existe un nimero real no computable

Demostracion. Desde luego, ya vimos esto por un argumento de numerabilidad, pero

ahora queremos probarlo exhibiendo un real no computable: el nimerox = 0, a1as ... ay, ...

con a; = Halt(4, ), es no computable, dado que Halt| o es no computable por la prueba
del teorema anterior. O



13 Programas Universales

Definimos una funcién parcial ¢(™ : N*t1 — N como sigue: dados z, ..., xn,y €
N, se define ¢\ (z1,...,2,,y) = E;n)(azl, ..., &) , donde P es el programa de
codigo y, y w}”) es la funcién parcial de n variables que computa P.

Una observacion inmediata es que si f es una funcién parcialmente computable de n-
variables, entonces f(x1,...,2,) = ¢ (z1,...,x,, k), siendo k = #P, donde P
es un programa que computa f.

Teorema. Para cada n € N, ¢(") (z1,...,Znt+1) es una funcién parcialmente com-
putable de n 4 1 variables.

Demostracion. Consideremos las funciénes Lt, (); : N — N definidas como

Lt(n) =

0 sin=0o0n=1
max{k >1:pgin} sin>2

(n); = max{t € N : pl|n}

Estas funciones son recursivas primitivas.
El siguiente programa computa a ¢("):

24+ Xpp1+1

n

X

s [
=1

k+1

[Clif (k = Lt(z) + 1V k =0), goto F

U r((2))

P+ pr vyt

if¢(U)=0, gotoN

if¢(U)=1, goto A

if =(Pls), gotoN

if¢(U)=2, gotoM

K + min{i < Lt(z) : Lt((2)n) +2 =£L(U)}
goto C

M] s ¢ |2

2
[A] s < s.P
INNK + K+1
gotoC
[F1Y « (s)1




O

Ejemplo. Sea f una funcion parcialmente computable. ;Existe g total y computable
que extiende a f?.

Tomemos la funcién parcialmente computable f(z) = ¢! (x, )+ 1. Si consideremos
el programa:

Z4+—Z+1

[A] if Z #0, goto [A]
, se tiene que f estd indefinida en su c6digo (lo cual muestra que f no es total).
Supongamos que existe g : N — N que extiende a f. Sea P un programa que

computa a g, y sea zg = # P, de modo que g = gb(l)(—, 20). En particular, como g
es total, tenemos que qb(l)(zo, 20) |, equivalentemente, f(zo) J. Como g extiende a f,

tenemos entonces que  f(z9) = g(z0) ,o0sea, 1=0,locualesabsurdo. A
—— ——
¢M (20,20)+1 ¢ (20,20)
Definicion.
Sin € N, se define el siguiente predicado de n + 2 variables STP(") (T1,...,Tn, Yy, b):
este predicado es verdadero sii el programa de cédigo y y entradas zy, ..., z, se de-

tiene en a lo sumo ¢ pasos.
Teorema. El predicado STP(™) es recursivo primitivo.

Demostracion. La prueba se divide en tres pasos:

1) Consideremos las siguientes funciones de 2 variables, donde ¢ representa la ¢-ésima
instruccién del programa de cédigo Y':

label (i, y) = £((y + 1);)
var(i, y) = r(r((y +1)i) + 1
inst(é,y) = £(r((y +1):))
label' (i,y) = £(r((y +1);))—2
2) A partir de las funciones definidas en el paso anterior, definimos los siguientes pred-

icados recursivos primitivos de 2 variables x, y, donde y es el cédigo de un programa,
y z representa una descripcion instantdnea:

skip(x,y) : ((inst(ﬁ(w),y) =0A E(l‘) < Lt(y + 1)) N (inSt(Z(x)vy) Z2A _‘pvar(é(a:),y)|7a('r)))
incr(z,y) : inst(¢(z),y) =1

decr(x, y) : inSt(E(:C)a y) =2A DPvar(¢(z),y) |T(x)
branch(z,y) : inst({(x),y) > 2 A i<rs(y41)label(i,y) = label® (¢(z), y)

3) Definimos la siguiente funcién suc(z, y):

<l(z)+1,r(z) > si skip(z, y)
< L(x) 4+ 1, pear(e(a) ) -r(x) > si incr(zx, y)
r(z) :
suc(z,y) = ¢ < l(z) + 1, liJ > si decr(z, y)

Pvar(£(z),y)

< in label(i,y) = label (¢(z), y), > sibranch(z,
igirtl(lynﬂ)ae(z y) = label” (4(z),y), r(z) si branch(z, y)

< Ltly+ 1)+ 1,r(z) > en otro caso




Definimos a partir de la funcién suc(z, y) los sucesivos snapshots del siguiente modo:

n
snap™ (z1,..., 2, y,0) =< 1,Hp§§ >
i=1

Snap(n) (Ila ey Ty Y, i+ 1) = Suc(snap(") (xh cee ,In,y,’l:), y)

Definimos el predicado term(x, y) : £(z) > Li(y + 1).
Se tiene que STP(™) (1, ..., x,,, y, t) es verdadero sii term(snap™ (1, ..., ,, y,1),y)
es verdadero, lo cual concluye la demostracion. O

El siguiente ejemplo muestra que un existencial o universal no acotado sobre un predi-
cado recursivo primitivo no es en general computable:

Ejemplo.
Sea el predicado recursivo primitivo P(z,t) = STP() (x, z, ). Tenemos que

1 siHalt(z,z) =1

. = Halt(x, z)
0 siHalt(z,z) =0  ‘~—0o—

It P(x,t) :{

no computable

Teorema (de la forma normal).
Si f(x1,...,2,) es una funcién parcialmente computable de n variables, entonces
existe un predicado P = P(x1, ..., z,, z) recursivo primitivo tal que

flz1, ..., xn) = L(min P(x1, ..., Tpn, 2))

Demostracion. Sea & un programa que computa a f, yo = #7, y sea P el siguiente
predicado de n + 1 variables:

Plots s, 2) = STP (@1, 2, o, (DA (r(snap™ (@1, @y, () = 6(2))

Supongamos primero que ¢(min P(x1, ..., Z,, z)) estd definido, esto es, existe un z tal
z

que P(z1,...,2Tn, 2) es verdadero. Entonces STP(™ (1, ..., n,y0,7(2)) se cumple

y (2) = r(snap™ (z1,. .., 20, yo,7(2))1 = flx1,. .., 20).
Si £(minP(x1,...,2n,,2)) estd indefinido, ello significa stp(™ (x1,...,2,,50,t) T

para todo ¢, es decir, f(x1,...,2,) 1. O

Definicién. Una funcién se denomina RECURSIVA PARCIAL si se obtiene en un nimero
finito de pasos a partir de las funciones iniciales usando las operaciones de com-
posicién, recursién y/o minimizacién no acotada.

Corolario. La clase de funciones parcialmente computables coincide con la clase de
funciones recursivas parciales.

Damos el siguiente ejemplo solo para ilustrar el resultado del corolario previo:

1 z#0

Ejemplo. Sea la funcién parcialmente computable f(x) = {T 0
Tr =

El siguiente programa computa a f:



[C] if X #0, go to [A]
go to [C]
[A] Y+« Y +1

Veamos si hay un predicado P = P(x,y) tal que f(z) = 1 + minP(z,y).
y

Si x = 0, no debe existir y tal que P(0,y) es verdadero, o sea, P(0,y) debe ser falso
para todo y.
Podemos tomar P(x,y) : y < . A

El siguiente teorema serd utilizado en la demostracién del teorema de Rice:

Teorema (Teorema del Pardmetro). Dados m,n € N, existe una funcién primitiva
recursiva 5], que verifica lo siguiente:

¢(m+n)(x17"’vx’na,u'17' "7;U/m7y) = ¢(n)(x17'"7xna577;7,(/1417~~~a/14may))

Demostracion.
Procedemos por induccién en m:
Sim = 1, debemos encontrar una funcién recursiva primitiva ST (p, y) tal que

ST (@1, s pyy) = 0T (@1, i, ST (1))
Consideramos el siguiente programa:

XnJrl — Xn+1 +1

XnJrl — Xn+1 +1
[ veces

XnJrl — Xn+1 +1
Seat =+#1I,donde I : X,, ;1 < X,,+1 + 1. Defino

Lt(y+1)

n
ST (1) [H 11 ﬁlyﬁ)f} ~1
PR

Supongamos que el resultado es valida para m y consideremos el caso m + 1. Tenemos
que

¢(m+1+n)(zl -7$n7H17--~7ﬂm7#m+17y) :¢(m+n)(‘r1a"'7:CTL7.U“17"'7IHM7S (ﬂm"!‘l’y))

N ,¢(n)(x11"'7xn7521(ul7"'7um75 (/J'm+17y)))
HI

con S7T™ y S recursivas primitivas. O



14 Conjuntos recursivos y recursivamente numerables

Definicion (Conjunto recursivo).
Un conjunto B C N se dice RECURSIVO si su funcion caracteristica C'p es computable.

Ejemplo.
El conjunto B = {x € N : (1) (x,x) |} no es recursivo, pues Cg(z) = Halt(z, z).
A

Supongamos que B C N es recursivo. Sea P el siguiente programa
[A]lif Cg(x) =0, goto [A]
Tenemos que P se detiene con entrada x siy solo si z € B. Concretamente, P computa

la funcién: f(x) = {? o ; g
x

Se tiene evidentemente que B = {z € N: f(x) |}.

Asi, probamos que todo conjunto recursivo es el dominio de definicién de una funcién
parcialmente computable.

Proposicion.

(a)  y N son conjuntos recursivos.

(b) {z} esrecursivoV = € N.

(c) Si B C N, entonces B es recursivo sii B¢ es recursivo.

(d) Si B, C' C N son recursivos, entonces B U C'y B N C son recursivos.
Demostracion. Es inmediata. O

Corolario.
(a) Todo subconjunto finito de N es recursivo.
) {z € N: ¢ (x,x) |} es infinito.

Escribiendo B = |J,.z{x} para un conjunto no recursivo B, vemos que la unién
arbitraria de conjuntos recursivos no es en general recursivo.

Definicién (Conjunto recursivamente numerable).

Un conjunto B C N se dice RECURSIVAMENTE NUMERABLE si es el dominio de
una funcién parcialmente computable. Es decir, existe una funcién g de una variable
parcialmente computable tal que B = {x € N : g(z) {}.

Ejemplo.

El conjunto B = {z € N : ¢V (x,2) |} es recursivamente numerable, pues es el
dominio de la funcién parcialmente computable ¢! (z, ). Pero no es recursivo, pues
Cp(z) = Halt(z, ) (no computable). A
Proposicion. Dado B C N, son equivalentes:

(1) B es recursivo.

(2) B y B¢ son recursivamente numerables.



Demostracion.

(1) = (2): lo probamos al comienzo de esta seccion.

(2) = (1): supongamos que B, B¢ son recursivamente numerables, i.e, existen f,g
parcialmente computablestq B = {z € N: f(x) [} y B = {z € N: g(x) |}.

Sean &, 2 programas con c6digos yo, zg que computan a f, g respectivamente.

El siguiente programa computa a la funcién caracteristica de B (y por ende, B es
recursivo):

[D] if sTP(M) (2, o, t), go to C
if st (, 20, 1), goto E
t—t+1

gotoD

[ClY « Y +1

donde recordamos que la etiqueta [E] denota exit. O

Teorema. Dado B C N no vacio, son equivalentes:

(1) B es recursivamente numerable.

(2) Existe un predicado recursivo primitivo P(z,t) talque B = {x € N: 3¢ P(z,t)}.
(3) Existe una funcién f : N — N recursiva primitiva tal que Im(f) = B.

(4) Existe una funcién total y computable f : N — N tal que Im(f) = B.

(5) Existe una funcién parcialmente computable f : N — N tal que Im(f) = B.
Demostracion.

(1) = (2): Sea f parcialmente computable tal que B = {z € N : f(x) |}.

Sea ng el cédigo de un programa que computa a f y consideremos el predicado re-

cursivo primitivo P(z,t) = sTP(Y) (x,ng, t). Se tiene que = € B sii f(x) | sii existe
3t P(x,t).

(2) = (3): Sea P = P(x,t) un tal predicado recursivo primitivo. Fijemos by € B
y sea la funcidn (recursiva primitiva) f : N — N definida por

fa) = {ax) P(U(),r())

bo si no

Es claro que Im(f) C B. Para ver la otra contencidn, sea b € B, i.e, existe ¢ tal que
P(b,t) es verdadero. Tomo x =< b,t >, de modo que ¢(z) = by r(x) = t,y asi
P(¢(x),r(x)) es verdadero, y luego f(z) = ¢(x) = b.

(3) = (4) y (4) = (5) son evidentes.

(5) = (1): Supongamos primero que f es total, y consideremos el siguiente programa:

[Clif X = f(Z), gotoE
Z+—Z+1
goto C



0 sizeB
1t siz¢ B
Tenemos que {x € N : h(x) |} = B, asi que B es recursivamente numerable.

Este programa computa la funcién parcial h(z) = {

Supongamos ahora que f es parcialmente computable, y seaC = {z € N: f(z) |} (es
no vacio, pues B es no vacio). Por definicion, C' es recursivamente numerable. Como
ya probamos que (1) implica (4), existe una funcién total computable g : N — N tal
que Im(g) = C = dom(f). En particular, f o g es total computable y Im(f o g) =
Im(f) = B. Por el caso anterior, B es recursivamente numerable. O

Aplicacién: El conjunto {z € N : wg(cl) es total } no es recursivamente numerable.

Demostracion.

Llamemos C' a tal conjunto, y supongamos por absurdo que es recursivamente numer-
able. Por el teorema previo, existe g : N — N total y computable tal que Im(g) = C.
Sea la funcién h(x) = ¢! (x, g(z)) + 1 (es total y computable). Sea ng el cédigo de
un programa que computa a 1. Como es total, tenemos que yo € C' = Im(g), de modo
que existe 2o € N tal que g(zo) = yo. Como h(z) = ¢V (x,y0) = ¢ (z, g(20)), en
particular, con x = 2, tenemos que

h(ZO) = fb(l)(zmg(zo))
N——
¢ (20,9(20))+1

osea, 0 = 1, lo cual es absurdo. O

Teorema de Rice

Lema. Sea f : N — N una funcidn total y computable y B C N.
(1) Si B es recursivo, entonces f~1(B) es recursivo.

(2) Si B es recursivamente numerable, entonces f~!(B) es recursivamente numerable

Demostracion.

(1) Basta observar que Cy-1(gy = Cp o f.

(2) Supongamos que B recursivamente numerable, esto es, existe g : N — N parcial-
mente computable tal que B = {z € N: g(z) |}.

Tenemos que f~*(B) = {z € N: (go f)(x) |}, con g o f parcialmente computable,
asf que f~1(B) es recursivamente numerable. O

PROBLEMA
Sea f : N — N una funcién total tal que f~*(B) es recursivo para todo B C N
recursivo. (Es cierto que f es computable?

Teorema (Teorema de Rice).
Sea I" un subconjunto propio no vacio del conjunto de funciones parcialmente com-

putables de 1 variable. Entonces R(T") := {x € N : P e '} no es recursivo.

Demostracion.

Sea K = {z € N: ¢ (z,z) |}. Sabemos que K no es recursivo (ya que C (z) =
Halt(z, x)). Construiremos una funcién ¢ : N — N total y computable tal que
g Y(R(T")) = K (y como consecuencia, se tendrd que R(I") no es recursivo)



Tomemos una f € I', y asumamos primero que la funcién vacia no estd en I'. Defini-
mos H : N> — N como sigue

flz1) oW (s, 22) |
0 oW (22, 22) 1

H es parcialmente computable. En efecto, el siguiente programa computa a H:

H(!L‘l,CEQ) = {

Z 4 ¢(1)(x2,9:2)
Y « f(l‘l)
Sea y el cédigo de este programa, de modo que H (1, x2) = ¢ (21,2, o).
Por el teorema del parametro, existe una funcién recursiva primitiva .S de dos variables

tal que ¢ (1, z2,90) = ¢ (21, S(x2,y0)). Llamemos g(z) = S(x,yo) (es total y
computable). Veamos que K = g~ }(R(T)):

T€K = o(e) |= H(—2) = [ = 6 (= g(2) = f = ¥y, = = v g (RT)

de modo que K C g~ }(R(T)).

Reciprocamente, sea € g~ !(R(T)), esto es, @/}&l) € T, o sea, existe g (no vacia,
porque estamos asumiendo que la funcién vacia no estd en I') tal que ‘D&i) = g.
Tomemos z; € N tal que g(z;) |. Entonces ¢V (z1,g(2)) |, que implica que

=H(x1,z)
oM (z,z) |, estoes, z € K. Luego, g~ (R(T")) C K.

Hemos probado asi que K = g~ }(R(T)).

Ahora, si la funcion vacia estd en I', entonces no estd en I'¢, asi que por el caso an-
terior, tenemos que R(I'®) = (R(I')) no es recursivo, equivalentemente, R(I') no es
recursivo. O

Ejemplos
1) Sea B = {x € N : ¢! (x,2) = 1}. Este conjunto no es recursivo: en efecto,
considerando I' = {1/)&” cx € Ny, (x) = 1}, tenemos que

B={zeN:¢{ eT}=RT)

2) Seala funcién f(x) = Halt(0, z). Esta funcién no es computable, equivalentemente,
{z € N : Halt(0, z) = 1} no es recursivo. En efecto, tenemos que

{z e N:Halt(0,z) =1} = {z e N: ¢, (0) |} = R(T")

con I el conjunto de funciones parcialmente computables de una variable, que estdn
definidas en 0.

1 1eIm@M)

. no es computable. En efecto, f es la
0 sino

(3) La funcién f(x) = {
funcién caracteristica del conjunto B = {x e N: 1 € Im(wg,l))}. Pues bien, con-
siderando I" el conjunto de funciones parcialmente computables de una variable cuya
imagen contiene al 1, tenemos que B = R(T).
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