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1. Satisfacibilidad

1.1. Vamos a extender ahora nuestra nociéon de verdad bajo una interpretacién de
enunciados a férmulas. Por supuesto, el tema es cémo interpretar las variables libres.

Dada una funcién s : Var — D, decimos que I satisface ¢ con s y escribimos =1 @[s]
si la traduccién de ¢ determinada por I, donde cada variable libre es traducida por su
imagen via s, es verdadera. En [Endo1] puede encontrarse una definicién mads precisa,
que es la formalizacién de la que damos aqui.

En [Mengy] se prefiere hablar de que una sucesién de elementos d = (dy,dy,...)
de D satisfaga una férmula: se refiere a que I satisfaga la férmula con la funcién
Var > v; — di € D que determina esta sucesion. Si en una férmula ¢ las variables
libres se encuentran en {vy, ..., vy}, notamos

Froldi,...,dn] = 1 @lsh.

Observemos que si ¢ es un enunciado, o bien la interpretacion I satisface ¢ con s
para toda s o bien no la satisface con ninguna.

Definicién. (1) Una formula ¢ (quizds con variables libres) es cierta para la interpretacion
I con universo D si =1 @[s] para toda s : Var — D.
(1) Una féormula ¢ es falsa para M si no hay ninguna s : Var — D tal que =1 ¢l[s].
(r) Una interpretacion 1 es un modelo para un conjunto de formulas T" si =1 ¢ para toda
@ eT.

1.2. Ejemplo. Consideremos el lenguaje con simbolos de constante 0 y 1 y dos simbolos
de funcién 2-aria, + y -. El cuerpo de niimeros reales —sin su orden ni su axioma de
supremo— da una interpretacion que llamamos R y es la sugerida por la notacién para
este lenguaje. La férmula ¢, igual a

y(x=y-y),

tiene como variable libre solamente a x. Sea ahora s : Var — R; que R satisfaga ¢
sujeto a s quiere decir precisamente que s(y) es no negativo. Otra interpretacion de
este lenguaje viene dada por el conjunto de ntimeros complejos C junto con la suma y

{ej:sqrt}



el producto usuales y sus neutros respectivos. En este caso, como todo ntimero tiene
rai cuadrada vale que ¢ @[s] para toda s.

Reciprocamente, uno puede pensar cudles son las posibles s tales que =r @[s].
Puesto que la tnica variable libre que aparece en ¢ es y, solo nos interesan los posibles
valores de las s en y, y la pregunta correcta es entonces cudles son los elementos d
de dominio de la interpretacion tales que @gls tal que s(y) = d] es cierta: son, por
supuesto, los niimeros no negativos. Hemos probado que los ntimeros no negativos
son definibles.

1.1. Definibilidad

1.3. Sean, para un lenguaje de primer orden £, I una interpretaciéon y ¢ una férmula
con variables libres contenidas en {vy,...,v}. En el universo D construimos la relacién
k-aria dada por el subconjunto de D¥

{(a1,...,ax) tal que =1 dfay, ..., a]}-

A esta relacion se la llama la que ¢ define en I; una relacion en D se dice definible en I si
existe una férmula de £ que la define.

1.4. Ejemplo. Consideremos el lenguaje de primer orden £ con constante 0, funcién
1-aria S, igualdad y dos simbolos de funcién 2-aria + y -. Podemos interpretar £ con
universo Ny y el significado que la notacion sugiere para los simbolos.

(1) Larelacién de orden estd definida por Jz(x + Sz =y).

(2) Para cada ntmero natural n, afirmamos que la relacién 1-aria —es decir, el
conjunto— {n} es definible. En efecto, una férmula que la define es

vi=S...50.

n veces

(3) El conjunto de los niimeros primos también es definible. Hay que formalizar la
idea de que un natural n es primo si es mayor a 1 (equivalentemente, existe un
natural tal que su sucesor mas uno da n) y en todo par de naturales que factoricen
a n alguno debe ser 1.

(4) ¢Coémo probamos que algo es no definible?

1.5. En matemadtica, al estudiar grafos o estructuras algebraicas tales como grupos,
anillos, espacios vectoriales 0, mds atn, los niimeros reales, utilizamos un conjunto de
axiomas y estudiamos a quienes cumplen esos axiomas. Esto se puede pensar como
que los axiomas son sentencias en un lenguaje de primer orden y los objetos de estudio
son modelos de esas sentencias.

Sea L un conjunto de sentencias en un lenguaje de primer orden £ y denotemos
por Mod I a la clase de modelos de X. Una clase de interpretaciones de L es una clase
elemental si es la clase de modelos de alguna sentencia y una clase elemental en el sentido
amplio si es Mod L para algin conjunto de sentencias X.



1.6. Ejemplo. (1) Supongamos que en L hay solamente igualdad y un predicado

(2)

(3)

2.

binario E. Un grafo es una interpretacion de este lenguaje. En efecto, el universo
de la interpretacion es el conjunto de vértices del grafo y la relacién binaria es el
conjunto de flechas. La sentencia

Vx(—xEx A Vy(xEy — yEx))

serd cierta en las interpretaciones en que la relacion sea antisimétrica y transitiva.
Asi, los modelos de esta sentencia son precisamente los grafos no dirigidos sin
loops, que entonces son una clase elemental. Sin embargo, los grafos no dirigidos
sin loops que ademas son finitos no son una clase elemental.

Sea L un lenguaje en el que solo hay igualdad y un simbolo de funcién binario
o. Una interpretacién de este lenguaje se llama un magma. La clase de todos los
grupos es una clase elemental: en efecto, es la clase que modela la conjuncién de
las sentencias siguientes, que dan los axiomas de grupos.

VxVyVz (xoy)oz=xo(yoz) (asociatividad)
VxVydzxoz=y (1)
VxVydzzox =v.

Tomando y = x en las dltimas dos obtenemos la existencia de neutros a izquierda
y a derecha, de la que se puede deducir que son el mismo (1 = 1y0 1, = 1,);
tomando y igual a ese neutro, dicen que hay un inverso a cada lado.

Poniendo A; = Ix3y—(x =y) estamos diciendo que hay al menos dos elementos.
Si, para cada n, escribimos la sentencia A,, dada por

Ixg Ik #x2)) A A (Xno1 # Xn))

serdn modelos de A, aquéllas interpretaciones en las que haya al menos n ele-
mentos.

Asi, la clase de interpretaciones en las que son ciertas las sentencias (1) y {Aq : 1 >
2} es justamente la de los grupos infinitos, que resulta asi una clase elemental en
el sentido amplio. Se puede probar que, sin embargo, no es una clase elemental:
la idea es que para hacer de estas sentencias una tnica sentencia habria que
yuxtaponer infinitas.

Espacios vectoriales.

Isomorfismos de interpretaciones

2.1. Definicién. Un morfismo entre dos interpretaciones 1 y B es una funcién h: |I| — |B|
de manera que

{ej:grafos}

lo explicare-
mos?

{eq:grupos}



1. para cada simbolo de predicado n-ario P y cada (aj, ..., an) € |I|" se tiene

(a,...,an) € P! siy solo si (h(a)i,..., h(a)y) € pE.

2. para cada simbolo de funcion n-aria f y cada (a;,...,an) € |T|™ se tiene
h(fl(ay,..., an)) = fP(h(a)y, ..., h(a)n);

3. si ¢ es un simbolo de constante, h(c') = cB.

Decimos que h es un isomorfismo si ademds de cumplir estas condiciones es una biyeccion.

2.2. Teorema (Homomorphism Theorem). Sea h un morfismo entre las interpretaciones 1y
B y sea s : Var — |1|; sea § la extension de s a los términos. Similarmente, notamos hos a la
extension de ho's : Var — |B| a los términos.

(1) Eshos=hos.

(1) Para cada formula sin cuantificadores ni simbolo de igualdad o es

1 @ls] siy solosi =g @[hos]; (2)
Yy, si hes un isomorfismo, vale (2) avin con simbolo de iqualdad. Si h : |I| — |B| es
sobreyectiva entonces podemos en (2) quitar la restriccion de no tener cuantificadores.

Demostracién. Ver [Mengy, p. 97]. O

Dos interpretaciones se dicen elementalmente equivalentes si satisfacen precisamente
las mismas sentencias. Del Teorema 2.2 se desprende el siguiente corolario.
Corolario. Las interpretaciones isomorfas son elementalmente equivalentes.

2.3. Ejemplo. Sea £ un lenguaje con un simbolo de predicado binario.

(1) Hay interpretaciones elementalmente equivalentes que no son isomorfas; un
ejemplo de esto estd dado por (R, <gr) y (Q, <g), que no pueden ser isomorfas
por tener distinto cardinal.

(2) Sean N y M los conjuntos de enteros mayores o iguales que 0 y 1, respectivamente.

Tanto (N, <n) como (M, <pm) son interpretaciones de £. Como la funcién h: M >
n — n—1 € N es una biyeccion que respeta el orden, las interpretaciones son

isomorfas. En particular, estas interpretaciones son elementalmente equivalentes.

Mas atin, como la inclusién de M en N también las respeta decimos que M es
una subestructura de N. Dados s : V — M y una férmula sin cuantificadores ¢ se
tiene entonces

FM,<m) ®ls] 51y solosi Fnz<y) @ls].

Observemos que si ¢ hubiera tenido cuantificadores esto no necesariamente
habria sido cierto, puesto que, por ejemplo, un existe es mas facil de cumplir
cuando se refiere a un conjunto mds grande por y un para todo es menos exigente
en uno mas chico. Aqui, en M y en N los primeros elementos son distintos, y por
lo tanto la férmula cuya variable libre es el primer elemento es cierta evaludndola
en lugares distintos.

{thm:hom}

{eq:homthm}



2.4. Un automorfismo de una interpretacion I es un isomorfismo de I en I; decimos que I
es rigida si su inico automorfismo es la identidad. Si h es un automorfismo de I, R es
una relacién n-aria y a € |I|™ entonces

a € Rsiysolosih(a) € R. (3)

Este hecho nos permite mostrar que algunas relaciones no son definibles: efectivamente,
si las relaciones definibles deben ser preservadas por los automorfismos basta encontrar
un automorfismo que no preserve una relaciéon para probar que ésta no es definible.

Ejemplo. (1) Consideremos la interpretacién (R, >g). Un automorfismo es en este caso
cualquier funcién biyectiva que preserve el orden, esto es, que sea estrictamente
creciente, como por ejemplo la raiz ctibica. Puesto que /N ¢ N, no se verifica (3)
y por lo tanto los naturales no son definibles en este contexto.

(2) Recordemos del Ejemplo 1.2 el lenguaje con igualdad, dos constantes y simbolos
de funcién binarios +, -; los complejos dan un modelo que satisface el enunciado
Vx3y(y -y = x). La funcién

h:C>a+ib—a—1ib e C,

esto es, conjungar, da un isomofismo de interpretaciones y manda i a —i. Esto
dice que {i} no es definible.
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