Geometria Diferencial 2017
Soluciones del Segundo Parcial - 29/06/17

1. Consideremos la forma de contacto

w=dz — i yidx;
i=1

en R?"! con coordenadas (w1, , Ty, Y1, ,Yn, z). Hallar todos los campos tangentes R €

X(R?*1) tales que

0
w(R) 1.

{dw(R, -)

Un tal campo R se denomina un campo de Reeb.

Solucion: Si escribimos

- 0 "0 0
R:2fia_x+;gia_yi+h$.

i

Es claro por las propiedades de la diferencial exterior que

dw = i dx; A dy;.

i=1

Si evaluamos la primera condicién

. 0
) = dej A dy] (R, .7)_2>
7=1

0
dw (R, oz,

Por lo tanto, g; = 0 para todo ¢. Evaluando dw (R, 8%) obtenemos de manera similar

que f; = 0 para todo i. Luego, R = h% y la dltima condicién nos dice w(R) = h = 1.
[

Entonces R = % es el inico campo de Reeb.




2. Sea M una variedad compacta y conexa de dimensiéon n y w € Q"(M) una forma de volumen.
Si X € X(M) es un campo tangente, entonces existe una funcién f : M — R tal que
Lxw = fw llamada la divergencia div X de X. Probar que para todo campo X existe algin
punto p € M tal que div X(p) = 0.

Solucién: Por la férmula mégica de Cartan, sabemos que Lyw = dixw (pues dw = 0
ya que no hay n + 1-formas en M). Ahora, por el teorema de Stokes, tenemos que

/wa:/dew:/ txw = 0.
M M OM

Si f no se anulara en ningin punto deberia ser siempre positiva o siempre negativa por
conexién. Por lo tanto, fw serfa nuevamente una forma de volumen y su integral no
podria ser 0. Como Lyw = fw, esto concluye la prueba. n




3. Sea B = {x € R"" : ||z|| < 1} la bola unitaria y sea f : B — B una funcién suave.
a) Probar que

/ det(Df(xy,- -+ ,xpy1))day -+ - dzpg
B

depende solamente del valor de f en S™.
b) Probar que no existe una retraccién suave r : B — 0B = S".

¢) Concluir que toda funcién f : B — B suave tiene un punto fijo.

Solucién: Para la primera parte, notemos que si

n+1
w= Z(—l)"’1 xidry A Adag Ao Adeggg
i=1

es la forma de volumen canénica de S™ vista en R™™! entonces por Stokes (y usando el
hecho que dw = (n + 1)dzy A -+ Adx,11) tenemos que

/n z‘*(f*w):/Bd(f*w):/Bf*(dw):/B(n+1)f*(dx1A-.-Adxn+1):(n+1)/Bdet(Df(x))dx.

Como i*(f*w) = (f oi)*w y f oi es justamente la restriccién de f al borde, se sigue que la integral de
det(Df) s6lo depende del valor de f en el borde.

Por lo tanto, sir : B — S™ fuera una retraccion suave, para todo x en la esfera tendriamos
que r(z) = z. Por lo anterior, tendriamos que

/Bdet(Dr(x))d:c _ ! /Sn(r 0i)'w= ! /Snw = Vol(5") # 0.

n+1 n+1 n+1

Como r(x) € S™ para todo x, la norma es constante ||r(z)|| = 1 y derivando la expresién
||r(z)||* obtenemos que Dr(z) - r(x) = 0 para todo z. Como r(z) # 0, eso implica que
Dr(z) no es inversible para ningun z y asi det Dr(z) = 0, contradiciendo lo anterior.

Para concluir, si f : B — B no tiene ningun punto fijo, tomamos la funcién r(x) que

manda a cada z al punto de interseccién de la esfera con la semi-recta que une r(x) con
x, vy esa funcién seria una retraccién suave. O]




4. Calcular la cohomologia de de Rham de S* x S? y dar generadores de cada grupo de coho-
mologia.

Solucién: Como S* x S? es conexa, sabemos que H),(S! x S?) = R. Ademés, sabemos
que la integraciéon nos da un isomorfismo entre Hip(S' x S?) y R donde una forma
de volumen de S x S? genera el grupo de cohomologia (por ser S* x S? una variedad
compacta, conexa y orientada y el ejercicio 21 ¢ de la practica 7). Ahora, vamos a usar
Mayer-Vietoris con los abiertos U = (S'\{p})xS?y V = (S'\{q}) x S? donde p, q € S*
son dos puntos distintos. Claramente, U y V son difeomorfos a (0,1) x S2 y U NV es
difeomorfo a la unién disjunta de dos copias de (0,1) x S2. Por el lema de Poincaré,
podemos calcular la cohomologia de U, V' y U NV y por Mayer-Vietoris obtenemos dos
sucesiones exactas cortas

=R&R =R®R

=R =0
0 —HIp(S* x SH—=HIZ(U) @ HYp(V)—=HIz(UNV)—= Hin(S' x S?) =Hix(U) @ Hip(V)

=0 =REGR =RER =R =0
Hip(UNV)= Hip(S' x §%) 2 Hip(U) & Hip(V)—Hip(UNV)—=Hap(S' x §%)=Hap(U) ® Hip(V)

y como la suma alternada de las dimensiones en una sucesién exacta es 0, obtenemos
que

dim Hj,(S' x S%) = dim H3,(S* x §?) = 1.
Para dar generadores, simplemente tomamos las proyecciones candnicas m; : S'xS? — St

y w0 ST x 8% — S? y pullbackeamos las formas de volumen 6 € Q'(S!) y w € Q?(S?)
para obtener formas

m1(0) € Q1S x S?), 7w (w) € Q*(S' x S?), v 7 (0) A7y(w) € Q¥ (ST x S?)

que son cerradas pero no exactas. En efecto, son cerradas porque el pullback conmuta
con la diferencial exterior. Ahora bien, en general, si M y N son variedades orientables
con formas de volumen w)y; y wy respectivamente, entonces 7y,wy A Tywy es una forma
de volumen para M x N (donde 7y, 7y son las proyecciones candnicas). Para ver esto,
simplemente escribimos localmente en coordenadas

wy = fdd' A Add™ y wy = gdpt Ao A dy”
con f, g funciones que no se anulan y asi
mhwn AThwn = fgdot A Add™ AdYt A - A dy™,

Por lo tanto, 7} (#) A 75 (w) representa una clase de cohomologia no trivial. Si 7}(6) fuera
exacta, entonces 7} (#) A m5(w) lo serfa (por el ejercicio 10 de la préactica 6 por ejemplo)
y asi 7§(0) también representa una clase de cohomologia no trivial. Ver que 73(w) no es
exacta es analogo. O]




5. Probar que la distribucién en R* generada por

0 0 3} 0
X_8_y+x£’ Y—%—I—y%,

donde (x,y, z,w) son las coordenadas estdndar de R*, no admite variedades integrales de

dimension 2.

Solucién: Calculemos el corchete de Lie [X,Y]. Para eso, tomemos una funcién f y

calculemos

X.Y]f=XYf-YXFf
(D o\ (of  Of 0 o\ (0f Of
= (o ae) (or o) = () (34 750)

*f | of 0*f 0*f 0*f
- Oyox + ow * y@y@w + x&z(?a: + Y 0z0w
*fof *f *f ’f
B M "9 Toror y@w@y ~ Y 5woz
of of
ow 9z

Por lo tanto, [X,Y] = % — %. Como los ganchos forman una base, es claro que [X, Y], no
puede estar en el subespacio de T,R* generado por X, Y, (pues no tienen componente en

los ganchos a% y 6%) para ningun punto p. El teorema de Frobenius nos permite concluir

que no puede haber ninguna variedad integral por ningin punto.
O




