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PRACTICA 8: TEOREMA DE FROBENIUS

n
Sea M una variedad de dimensién 1. Notamos Q* (M) = @ QF(M). Con el producto exterior
k=0
de formas, (3*(M) tiene la estructura de una R-algebra graduada. Diremos que un ideal
1< O*(M) es un ideal diferencial si I es homogéneoy dI c I. Unideal I ¢ O3*(M) es localmente
de rango r (también conocido como sistema de Pfaff) si para cada punto p € M existe un
abierto U y 1-formas wy, . .., w, linealmente independientes de modo que I|;; = (w1, -, wy).

1 Sea D una distribucién de dimensién k en una variedad M de dimensién n. Considere-
mos [(D) = {w e O*(M) : w|p =0} el anulador de D.
a. Probar que I(D) es un ideal de Q)*(M).
b. Probar que I(D) es localmente de rango n - k.
c. Reciprocamente si I ¢ (3*(M) es un ideal localmente de rango n -k, entonces
existe una tnica distribucién D de dimension k tal que I = I(D).
d. Probar que D es involutiva si y sélo si I(D) es un ideal diferencial.

2 Sean X1,..., X" campos de vectores en R" linealmente independientes en todo punto

de un abierto U,

z”: 0
Vi=) a;;—.
i o ij ax]

Sea D la distribucion en U generada por estos campos. Escribir explicitamente una base
de las formas que anulan D.
Sugerencia: Considerar los menores maximales de la matriz (4;;). Es interesante el caso

r =n -1 (generaliza el producto vectorial de dos vectores en IR3).

3 Sea M una variedad de dimensién n y sea I un ideal de formas diferenciables en M
localmente de rango r. Probar que son equivalentes:
a. I es un ideal diferencial.
b. Si wy,...,w, son generadores de I en un abierto U ¢ M, entonces existen formas
wjj € O1(M) tales que

r
dw; = ) wij Aw
j=1

]'.
c. Si w = w1 A+ Awy, entonces existe a € O (M) tal que dw = a A w.
4 Sea D una distribucién de dimensién k sobre una variedad M de dimensidon 7. Sean

w1,...,wy,_k son generadores de I(D) en un abierto U ¢ M. Probar que D es involutiva
en U siy s6lo si la siguiente identidad

dwijAwi A AW, =0

esvalidaparai=1,...,n-k.
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Si D es una distribucién (no necesariamente involutiva) en una variedad M, diremos
que un campo X es caracteristico de D si X € D y para todo Y € D se tiene que [X, Y] € D.
Probar que X es un campo caracteristico de D si y s6lo si para toda 1-forma w € I(D) se
tiene que (x(w) = 0y tx(dw) € I(D) donde i1x(-) es el operador de contraccién contra
el campo X.

Dada una distribucién D de dimensién k en una variedad M de dimensién 7. Se define
para cada punto p € M el subespacio A, ¢ T, M generado por los campos caracteristicos
de D. Supongamos que dim A, = £ es constante para todo p € M.

a. Probar que A es una distribucién involutiva (una subvariedad integral maximal
de A se llama variedad caracteristica de D).
b. Sea (U, (x1,---,x,)) una carta adaptada a A. Probar que en esa carta, todo w € I(D)
se escribe como
n
Y. fidx;
i=0+1
y que A es maximal con esta propiedad.

Sea w una 1-forma nunca nula en una variedad M. Una funcién suave y nunca nula y
definida en un entorno U ¢ M se dice factor integrante para w, si pw es exacta en U.
Pruebe que w admite un factor integrante en un entorno de cada punto si y solo si
dw Aw = 0. Concluir que si dim M = 2 entonces toda 1-forma nunca nula admite un
factor integrante en un entorno de cada punto.

Sea w = Pdx + Qdy+ Rdz una 1-forma en R3. Analizar cudndo w admite un factor
integrante y cuando el ideal generado por w es un ideal diferencial.

Consideremos la 1-forma (llamada forma de contacto) en R3 dada por w = dy - zdx.
Determinar las variedades integrales analiticas de w.

Sugerencia: cada curva paramétrica y = y(x) (grafico de funcién R - IR) da la curva inte-
gral (x,y(x),y’(x)). Estas son todas las curvas integrales, junto con las rectas paralelas
al eje z. No existen superficies integrales.

Sea D una distribucién involutiva de dimensién k sobre M y sea i : P < M una subva-
riedad integral de D. Supongamos que se tiene una funcién diferenciable f : N - M
que se factoriza a través de P. Probar que la tnica funcién g: N - P tal queiog = f es
necesariamente diferenciable.

Sea G un grupo de Lie y g su élgebra de Lie. Probar que existe una correspondencia
biyectiva entre

= Subélgebras de Lie: es decir, subespacios vectoriales s ¢ g cerrados por corchete.
» Subvariedades regularesi: S — G conexas tales que i(S) ¢ G es un subgrupo.

Probar que el grafico de una funcién diferenciable f : M — N es variedad integral del
ideal de formas I ¢ 3*(M x N) generado por

{(myffw-nyw : weQY(N)}.

Sea () = (wj;) € Mat,(Q!(M)) una matriz cuadrada de 1-formas de 7 x . Sea p € M un
punto. Probar que existe una matriz de 1-formas en un entorno U ¢ M de p de modo
que Ap =1y
O=(dA)A™!
siy s6losidQ) = QA Q (donde (QAQ);; = Y wik A w).
k
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(Pfaff) Sea w una 1-forma en M de modo que w A (dw)” # 0y (dw)™! = 0 en algtn

abierto de M. Probar que existe una carta (U, ¢) adentro de ese abierto de modo que
w = d(Pl +(P2 d(P3 4o +¢27’ d4)21’+1.

(Darboux) Sea (M, w) una variedad simpléctica (es decir, w es una 2-forma cerrada y

no degenerada en M) de dimensién 2n. Probar que para cada punto existe una carta
(U, ¢) alrededor de ese punto de modo que

n . .
w=> d¢' rde"".
i=1
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