GEOMETRIA DIFERENCIAL - 1ER CUATRIMESTRE 2017

PRACTICA 7: INTEGRACION Y COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Supongamos que M y N son variedades orientadas de dimensién n y w, 7 son n-formas
de soporte compacto en M. Probar que:

a. (Linealidad) Si a,b € IR, entonces

[Maw+b17=a'[Mw+be;7.

b. (Orientacién) Si —-M denota a M con la orientacién opuesta, entonces

o= fyo

c. (Positividad) Si w es una n-forma nunca nula orientada positivamente entonces

[ w >0
M

con igualdad siy sélo si w = 0.
d. (Invarianza por difeomorfismos) Si f : N - M es un difeomorfismo entonces

Aw:iﬁvf*w

donde el signo depende de si f preserva la orientacién o no.

Sea C una curva suave en una variedad M, parametrizada por 7 : [4,b] - M. Si w es
una 1-forma en M, definimos la integral de linea de w a lo largo de C por

fc w= [a,b] T

a. Probar que la definicién no depende de la parametrizacion elegida: es decir, si

¥ : [c,d] - M es una reparametrizacion 7y = yo ¢ (donde ¢ : [c,d] — [a,b] es un
difeomorfismo que preserva orientaciéon) entonces f[a,b] Trw = [ [c,d] T*w.

b. Siw =df con f : M — R una funcién suave y la curva C recorre del punto p al

punto g, entonces

JLw=f@-fp).

En particular, la integral es independiente de la curva elegida.

(Integracion sobre parametrizaciones) Sea M una variedad orientada de dimension n
y w una n-forma de soporte compacto en M. Supongamos que Dy, ..., Dy son abiertos
acotados de R" cuyos bordes tienen medida (Lebesgue) nula y que existen funciones
@, : D; - M que verifican que

= ®; se restringe a un difeomorfismo que preserva orientaciéon entre D; y un abierto

W; ¢ M.
= W;nW, =@ para todos i # j.
= Supp(w) = {peM:w, #0} c Wy U UW,.

Probar que
k
= dFw.
Aw ;[Di fw
1
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4 a. Recordemos que si w = xdy Adz -y dx Adz+zdx Ady, entonces i*w es una forma
de volumen en S? donde i : 52 - RR? es la inclusién. Calcular /g i*w usando el
ejercicio anterior y también usando el teorema de Stokes.

b. Mas generalmente, consideremos la # — 1-forma w en R” \ {0} dada por
1

n .
P S (1) xidag A Adagg Adxg A Aday
i=1

y i*w la forma de volumen estdndar en 5"-1. Calcular [g,-1 i*w.

5 Sea M una variedad compacta sin borde y de dimensién n. Probar que si [,,w # 0
entonces w no es exacta. Concluir que una n-forma nunca nula no es exacta.

6 —ydx+xdy601

a. Probar que 21y (R? ~ {0}) es cerrada pero no exacta.

b. Mds generalmente, probar que la  — 1-forma w en R” \ {0} dada por

1 & ~
W S (=1)x;doxg A Adx_g Adxig A A day
i-1

es cerrada pero no exacta.

7  Sea M una variedad diferencial y sea w € Qf(M) una forma cerrada.

a. S5i S ¢ M es una subvariedad compacta y orientada de dimensién k de modo tal
que S = OW para alguna subvariedad W ¢ M, entonces [sw = 0.

b. Supongamos que W es una subvariedad de dimensién k + 1 tal que el borde es la
unién disjunta 0W = Su T de dos subvariedades S y T dimensién k orientadas.
Probar que [qw = - [ w.

8 Sea (M, g) una variedad Riemanniana orientable de dimensién n. Probar que existe
una forma de volumen canénica dVol,, dada localmente en coordenadas de una carta

(U, ¢) por
\/det(gij(p)) dg! A+ ndg”

). Si M es ademds compacta, se define su volumen como

donde g;;(p) = g (a%l p’ 3%; )

Volg(M) = [ dvVoly.

a. Calcular el volumen de la esfera S" con la métrica Riemanniana inducida por la
inclusién canénica S — R,

b. Calcular la forma de volumen de una superficie S ¢ IR? con la métrica Rieman-
niana inducida en términos de una parametrizacion ® : U ¢ R? - S. Probar que
si f:S - R es una funcién suave, entonces

[ £= [ ravol,

coincide con la integral de superficie de f sobre S como en Andlisis II.

* 9  Consideremos B = {(x,y) € R?: |(x,y)| < 1} € IR? la bola unitaria con el tensor métrico
_da?+dy?
B (1—x2—y2)2'

Esto se llama el modelo del disco de Poincaré de la geometria hiperbélica.

ds?
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a. Probar que la distancia geodésica
diste(p,q) = inf{Long, :y:[0,1] > B,v(0) = p,v(1) = q}

verifica que distg (0, (x,y)) < tanh™!(| (x, ).

b. Probar que la bola B$(0) = {(x,y) ¢ B : diste (0, (x,y)) < r} contiene a la bola
euclidea Binn()(0) = {(x,y) € B:|/(x,y)| < tanh(r)}.

c. Calcular el volumen hiperbélico de la bola euclidea Volg(B:(0)).

d. Concluir que Vol (F‘E(O)) > mtcosh?(r) > mr2. Concluir que B con la métrica hi-
perbdlica es un espacio curvado (es decir, no existe ningtin difeomorfismo local
¢ : B - RR? tal que la diferencial d ¢ : (TpB,gp) — Tp(p)R? = R? es una isometria
de espacios normados donde R? tiene el producto interno usual).

10 a. Supongamos que M, N son dos variedades diferenciables de dimensién m y n
respectivamente. Si w € " (M), € (O*(N), probar que

[ @ nmon=( [ @)( [ 1)

b. (Principio de Cavalieri) Sea 7 : M — N una submersion y wys, wy formas de
volumen en M y N respectivamente. Supongamos que existe una forma 1 que
“complementa” a m*wy;, es decir, wps = 17 A T*wy. Probar que para toda funcién
f+ M - R suave de soporte compacto, integrando sobre las fibras M, = 7-1(q) se

tiene que
Sfon= [ S0 |t

11 Sea G un grupo de Lie.

a. Probar que existe una n-forma nunca nula invariante a izquierda sobre G, es de-
cir, si Lg : G — G denota la multiplicacion a izquierda, tenemos que Liw = w
para todo g € G. Le daremos a G la orientacién inducida por esta forma. Si G es
compacto, la normalizaremos de modo que ademas cumpla fG w=1.

b. Dada una funcién f : G — R suave de soporte compacto en G, definimos su inte-
gral como [ f(g)dg = [; fw. Probar que la integral es invariante a izquierda, es

decir
Jof = Jo ot
para todo g € G.

c. Si Rg : G - G es la multiplicacién a derecha por g € G, probar que Rjw también
es una forma invariante a izquierda y concluir que existe una constante A(g) de
modo que Ryw = A(g)w. Si definimos A(g) = [A(g)|, probar que A : G — R, es un
morfismo de grupos de Lie. Este morfismo se denomina la funcién modular.

d. Probar que la integral es invariante a derecha si y sélo si la funcién modular es
constantemente 1. En ese caso diremos que G es unimodular.

e. Probar que si G es compacto entonces es unimodular.

Comentario: La existencia de una forma de volumen invariante a izquierda en un grupo
de Lie permite definir una medida de Haar, es decir, una medida invariante a izquierda.

* 12 a. Sean Gy, G, son grupos de Lie con formas invariantes a izquierda w1, w; respec-
tivamente. Probar que w = 717wy A 75wy es una forma invariante a izquierda en
G = G1 x Gy donde 71; : G — G; es la proyeccion candnica. Probar que si G1 y G
son unimodulares, entonces G lo es.
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b. Probar que
“s = det(g)” Hd ij

es una forma invariante a izquierda en GLn (R). Probar que GL,(IR) es unimodu-

lar.
G:{(% T):x,ye]R,y>0}

c. Probar que
con la forma invariante a izquierda w = yl dx A dy no es unimodular.

* 13 Sea G un grupo de Lie compacto. Si p : G - GL(V) es una representacion real de di-
mension finita, probar que existe un producto interno en V' de modo que p es ortogonal
para este producto interno.

Sugerencia: Si (-,-) es un producto interno arbitrario en V, considere

(0.0) = [ {p(&)(®),p(2)(w)) dg
y pruebe que (-, -)) es un producto interno y {p(g)v, p(g)w) = (v, w)) para todo g € G.

* 14 (Maschke) Diremos que una representacién p : G -~ GL(V) es irreducible si no hay ningtn
subespacio W ¢ V de modo que p(g)(W) ¢ W para todo g € G. Diremos que una
representacion p : G - GL(V) es semisimple si podemos expresarla como una suma
directa de representaciones irreducibles. Probar que toda representacién de dimensién
finita de un grupo de Lie compacto es semisimple.

15 DProbar los lemas de Poincaré:

a. Diremos que un abierto U ¢ IR" es estrellado respecto del origen si para todo punto

x € U, el segmento que une 0 con x estd contenido en U. Supongamos que U es
n

estrellado respecto del origen y sea w = »_ w; dx; una 1-forma cerrada. Probar que
i=1

f(x)= lef w;(tx) dt

cumple que df = w. En otras palabras, H'(U) = 0 si U es estrellado respecto de 0.
b. Més generalmente, si w es una p-forma cerrada en U,

w = > widx;

I=(1<iy<-<ip<n)
entonces
1= Z Z( 1)] 1 (f th~ 1(111(1,‘x)d1,‘)x1dx11 /\ax\ij/\"'/\dxip
I=(1<iy<--<ip<n) j=1
es una (p - 1)-forma en U que verifica dy = w. Concluir que HP(U) = 0 para todo

p > 1si U es un abierto estrellado respecto del origen.

16 (Mayer-Vietoris) Sean M una variedad y U, V ¢ M abiertos tales que U u V = M. Probar
que tenemos una sucesioén exacta de complejos

00— Q*(M) — Q*(U)a O (V) — O*(UnV) —— 0

(w,T) m——— T-w

y por lo tanto induce una sucesion exacta larga en cohomologia
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. — HK(M) ——— H¥U) e H}(V) ——— HKUNV)

W HM(U) @ HF (V) —— HFM (U V) — -

Calcular el “morfismo de borde”, es decir, el morfismo H*(U n V) - Hk1(M).

17 Hallar la cohomologia de los siguientes espacios, y en cada caso dar una base.

a. Las esferas S5".

b. El complemento de un conjunto finito de puntos R \ {x1, -, xi }.
c. Eltoro T = S! x S1. El toro con g manijas.

d. La banda de Mobius abierta y la botella de Klein.

18 Probar que el toro con ¢ manijas no es difeomorfo a la esfera.

19 Sea f: S3 - S? una funcion suave y w € O%(5?) una 2-forma de volumen normalizada
para que [ w = 1.

a. Probar que existe una 1-forma 7 € Q1(S3) tal que dyy = f*w.
b. Sea 77 como en el inciso anterior. Probar que

H(f) = fs3 nAdy
no depende de la elecciéon de w y 7. Este namero es el invariante de Hopf de f.
c. Probar que si f, g son funciones homotépicas, entonces H(f) = H(g).

Comentario: El invariante de Hopf permite calcular 713(S?) = Z.

* 20 (Cohomologia con soporte compacto) Sea M una variedad de dimensién n. Diremos

que una k-forma w € QOF(M) tiene soporte compacto si Supp(w) = {p € M:w, 0} es
compacto en M. Denotamos Qf(M) al conjunto de k-formas con soporte compacto.

a. Probar que si w tiene soporte compacto, entonces dw también. Por lo tanto, tene-
mos un complejo de formas con soporte compacto

0— QM) L alm) L .. L arm) —o.

La cohomologia con soporte compacto HX(M) es el k-ésimo grupo de cohomologia
de este complejo.

b. Probar que si U ¢ M es abierto, entonces iy : QF(U) - QX(M) dado por la ex-
tension por 0 fuera de U cumple que d(ijw) = ij(dw) y asi induce un morfismo
iy : H*(U) - H¥(M) en cohomologia con soporte compacto.

c. Probar que si f : M - N es una funcién propia, entonces induce un morfismo en
cohomologia con soporte compacto f* : Hf(N) — H¥(M) via el pullback usual.

d. Probar que si U, V ¢ M son abiertos con M = U u V, tenemos una sucesion exacta
de complejos

0 —— QUNV) — QU)o O2(V) —— OQ2(M) —— 0

wr————— (—hw, i jw)

y por lo tanto induce una sucesion exacta larga en cohomologia
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. —— HKUnV) —— HkKU)® HK (V) ——— HX(M)

= Uy

H*Y(UnV) — HMY(U)e H®Y(V) —— HY(M) —— -

Calcular el “morfismo de borde”, es decir, el morfismo HX(M) - H&1(U V).
21 a. Probar que H!(IR") ~ R y mds precisamente,
- HY(R" R, [w w
[ HIR) SR, [w] o [
es un isomorfismo.
b. Probar que si M es una variedad conexa y orientada de dimensién 7, entonces

fM-:HZ(M)—ﬁR, [w]»wa

es un isomorfismo.
Sugerencia: Proceda por induccion. El inciso anterior es el caso local.

c¢. Concluir que si M es una variedad compacta, conexa y orientada de dimensién
n, entonces

/M-:H”(M)—>1R, [w]Hwa

es un isomorfismo.

22 Sean M, N variedades compactas, conexas y orientadas de dimensiénnysea f : M - N
una funcién diferenciable.

a. Probar que existe k € R tal que

/;Mf*w:k];\]w

para toda n-forma w € ()"(N). El nimero k, denotado deg(f), es el grado de la
funcién f.

b. Probar que k es entero. Mds precisamente, probar que si 4 € N es un valor regular
de f, entonces

deg(f)= Y sign;(x)
xef~1(q)

donde sign f(x) vale 1 si f preserva orientacién en x y -1 si no.

c. Probar quesi f : M - Ny g: N — P son funciones diferenciables entre variedades
compactas, conexas y orientables, entonces deg(go f) = deg(g)deg(f).

d. Probar que si f, g son funciones homotépicas, entonces deg(f) = deg(g)-

* e. Adaptar la definicion de grado para el caso en que M, N no sean compactas, pero

f es propia.
Sugerencia: considerar la cohomologia de soporte compacto.

* 23 Un nudo es un embedding 7 : S - IR3. Supongamos que 71,2 son dos nudos disjuntos
(es decir, imy; nim 7y, = @). Sea Fy, 1, : T = S! x 1 » 52 la funcién dada por

72(t) = 71(s)
lv2(t) =71(8)||

(donde s, t € S = R/Z). Definimos el niimero de ligazén de 1 y o como

Lk(71,72) = deg(Fy,,4,)-

F’h,’Yz (S/ t) =
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O

Tres ejemplos de nudos con ntiimeros de ligazén 1, 2 y 3 respectivamente.

a. Sea w = xdy Adz -ydx adz +zdx Ady la forma de volumen canénica en S2.
Probar que

1 .
Lk(’)’lr 72) = E '/TF'yl,’mw

b. Probar que el nimero de ligazén es invariante por homotopias.
c. Probar que

1 det[y(t) - ')’1(5)|’)’1(5)|')’2(t)]
Lk(71, dsdt
=g, 2 - () S

24 Sea M una variedad de dimensién n y G un grupo finito actuando de forma propia-
mente discontinua sobre M. Notemos que G acttia sobre Qf(M), via ¢+ w := (Lg—l Ywy
sea

OF(M)C = {weQF(M):¢g-w=wVgeG}
el conjunto de formas G-invariantes.

a. Probar que si w € OF(M)C entonces dw € QK(M)C, asi que tenemos un complejo
de formas G-invariantes

0— QO(M)% L at(m)C L .. L ar(m)S —o.
Concluir que la accién de G desciende a una accién en HK(M) via ¢ [w] = [¢- w].

b. Probar que 7 : M - M/G es la proyeccién canénica, 7t* : QK(M/G) —» Qk(M)
toma valores en QK(M)C y que 71* : Q*(M/G) - Q*(M)C es un isomorfismo de
complejos.

c. Probar que 7t* desciende a un morfismo 7t* : HY(M/G) - H¥(M) cuya imagen
estd contenida en HX(M)C y que la restriccion 7* : HY(M/G) — H*(M)C es un
isomorfismo.

Sugerencia: Use que G es finito, considerando un promedio.

d. Calcular la cohomologia del espacio proyectivo P"(IR).

25 Sea M una variedad compacta y conexa. Probar que H"(M) detecta la orientabilidad,
mas precisamente, H"(M) ~ R si M es orientable y H"(M) =0 si no.
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