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PRACTICA 6: FORMAS DIFERENCIABLES Y ORIENTABILIDAD

Formas diferenciales

Una k-forma sobre una variedad M es una asignacién p — w;, donde w), € Ak(TpM*) es
una forma multilineal alternada w) : T,M x - -+ x T,M — R. Diremos que una k-forma es

diferenciable si para todos campos X!, - -, Xk € X(M) la funcién p wp(X}j, e, X’;) es
diferenciable. Notaremos por (M) al conjunto de k-formas diferenciables en M.

1 Sea M una variedad diferenciable y f : M — R una funcién suave. La diferencial en p
define un elemento d, f € T, M*. Probar que la asignacién p + d, f define una 1-forma
diferenciable en M, que llamaremos df.

2 Sea M una variedad diferenciable y (U, ¢) una carta de M. Probar que {d,¢', - - - dy¢"}
0

es la base de T, M* dual a la base de los ganchos { J 3
n
p

o1,

} de TpM . Probar

que en estas coordenadas podemos escribir

W= Z a4>z

y en particular, tenemos la expresién local

3 Sea M una variedad de dimensién n. Probar que son equivalentes:

1. w es una k-forma diferenciable en M.
2. Para toda carta (U, ¢) de M, en la expresion

Wwp = 2 iy (p) dpiy A Adpdy,
1§i1<---<ik§n
las funciones a;,...;, son diferenciables en U.
3. Para toda carta (U,¢) de My X',..., X* € X(U) tenemos que la funcién

p— wp(Xrl,,--- ,X];,)

es diferenciable en U.
4. w es una seccién diferenciable de A¥(TM*) — M la k-ésima potencia exterior del
fibrado cotangente.

4 Seaw e QFM)yX!,..., XK1 c x(M).Probar la férmula
k+1 ' ) —
dw(Xl,- . ,Xk+1) _ Z( 1)171X1 (Xl,- X ,Xk+1)
+Z Z+](’U<)<i/><j]/}<ll.”/5-<\i/”'/5-<7/”'/}(k+1>'
i<j

1
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Sean w € OF(M) y 1 € Qf(M). Se define su producto exterior a través de la asignacién

p— (wAn)y = wp Ay € AFF(T,M*). Probar que w A 17 es una k + I-forma diferen-
ciable. Hallar la expresién de w A # en las coordenadas de una carta en términos de las
expresiones de w y 7.

Si w es una k-forma, ;es cierto que w A w = 0? ;Y si dim M = 3?

Sean wy, ..., w, € QY(M) y X1,..., X" € X(M). Probar que
Wi A Awp(XE, -+, XT) = det(w;(X))).

Sea M una variedad diferenciable y (U, ¢), (V, ) dos cartas. Probar que
dgt A~ Ady" = det(D(wo¢t))dpt A--- Ade".

Sea f : M — N una funcién diferenciable. Se define el pullback f* : QF(N) — QF(M)
por la férmula

(ffw)p(or, -, vx) = wppy(dpf(v1), -+, dpf(vr))

paracada p € M.
1. Probar que f* estd bien definido (es decir, probar que f*w es una k-forma dife-
renciable).
2. Probar quesi f : M — N, g : N — S son funciones diferenciables y w € Q¥(S)
entonces (go f)*w = f*(g*w).
3. Probar que f*(w A7) = f*w A f*y.
4. Probar que si (U, ¢) es una carta, entonces ¢* (dx;) = d¢'.
5. Probar que si (U, ¢), (V, ) son dos cartas, entonces
(

(pop ™ )*(dxy A---Adx,) =det(D(powp 1)) dxy A--- Adx,.

Sea M una variedad diferenciable y sea w € Qf(M). Diremos que w es una k-forma
cerrada si dw = 0y que es una k-forma exacta si existe 7 € QF1(M) tal que w = d.
Probar que:
1. Toda forma exacta es cerrada.
2. Si w, w’ son formas cerradas y w” es exacta, entonces w A w’ es cerrada 'y w A w”
es exacta.
3. Si f: M — N es diferenciable, entonces f* transforma formas cerradas en cerra-
das y exactas en exactas.

Sea F : R® — RR? un campo diferenciable (en el sentido clésico).

1. Demostrar que wi(x)(v) := (F(x),v) define una 1-forma en R>. Encontrar las
coordenadas de wr en la base {dx, dy, dz}. Reciprocamente, si w es una 1-forma
en R3, probar que w determina un tinico campo G en R3 tal que w}; = w.

2. Demostrar ahora que w?(x)(u,v) := (F(x),u x v) define una 2-forma en R3. Cal-
cular sus coordenadas en la base {dx A dy,dz A dx,dy A dz}. Reciprocamente,
probar que toda 2-forma w define un tnico campo G en R? tal que w? = w.

3. Sea f : R®> — R una funci6n suave. Hallar la relacién entre df y V f, entre rot(F)

y dw};, entre div(F) y dw% y concluir, usando la relacién d o d = 0, las férmulas
clasicas rot(Vf) = 0y div(rot(F)) = 0.
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Orientabilidad

Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Diremos que dos bases {vy, ..., v, }
y {w1, ..., w,} de un R-espacio vectorial V son equivalentes si la matriz de cambio de
base tiene determinante positivo. Una orientacion de V es una clase de equivalencia de
bases ordenadas de V. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para cada p € M existe una orientacién o(p) del espacio tangente T, M que varia
suavemente, 0 mas precisamente, para cada punto p € M existe un entorno U de
pycampos X!,..., X" € X(U) tal que o(q) = [X;, -+, X] paratodo g € U.

2. Existe un atlas orientado de M, es decir, un atlas A = {(Uy, ¢o) }» de modo tal
que det(D(¢g o ¢, 1)) > 0 para todos «, B.

3. Existe una n-forma w nunca nula en M, es decir, w, # 0 para cada p € M.

Sea M una variedad. Probar que su fibrado tangente TM y su fibrado cotangente T*M
son variedades orientables.

Probar que si M tiene un atlas de la forma {(U,¢), (V,y)} donde U NV es conexo,
entonces M es orientable. Concluir por ejemplo que S? es orientable.

Probar que toda variedad paralelizable es orientable. Concluir en particular que todo
grupo de Lie es orientable.

Probar que
o _
w = 2(—1)1*1x1~dx1/\---/\dxi/\---/\dxnﬂ
i=1
es una n-forma en R""! y que sii : S" — R""! es la inclusién entonces i*w es una
n-forma nunca nula en S”. Concluir que 5" es orientable.

Sea M una variedad conexa. Definimos
O(M) = {(p,o(p)) : p € M, o(p) orientacion de T, M}

con la proyeccién canénica 77 : O(M) — M en la primera coordenada. Para cada carta
(U,¢) de M tomamos el abierto

o {(pl ) e

donde [%, e, %} es la orientacién dada por la base de los ganchos. Probar que el

conjunto {U : (U, ¢) carta} nos permite dotar a O(M) de una estructura de variedad
diferenciable y que la proyeccion 7t : O(M) — M resulta ser un revestimiento de dos
hojas diferenciable. Probar que M es orientable siy s6lo si O(M) tiene dos componentes
conexas. Deducir que si 711 (M, *) no tiene subgrupos de indice 2, M es orientable.

Sean M y N variedades orientadas y f : M — N una funcién diferenciable. Diremos
que f preserva la orientaciénen p € Msidpf : TyM — Tf(,)N es un isomorfismo de
espacios vectoriales orientados.

1. Probar que si (U, ¢), (V, ) son cartas orientadas de M y N respectivamente, f
preserva la orientacién en p si y sélo si det(D(y o fop~1))(¢(p)) > 0.

2. Probar que si w1 y wy son n-formas que definen la orientacién en My N respec-
tivamente y f*(wn)p = ¢(p)(wm)p entonces f preserva la orientacién en p si'y
s6lo si ¢(p) > 0.
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Sea M una variedad diferenciable conexa y orientada y G un grupo discreto actuan-
do en M de forma propiamente discontinua por difeomorfismos. Probar que M/G es
orientable si y solo si para cada g € G el difeomorfismo p — g - p preserva la orienta-
ci6én en todos los puntos. Probar que P (IR) es orientable si y sdlo si n es impar.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y T*M su fibrado cotangente. Sea
(U,¢) una cartade My p = (¢!, -+, ¢",d¢!,- - ,d¢") lacarta p : T*U — p(U) x R"
asociada a (U, ¢) en T*U. Tomamos la 2-forma en T*U dada por

n
Z dlpi N dlpn—i—i-
i=1

Probar que esta forma no depende de la carta (U, ¢). Deducir que esto define una 2-
forma global en T* M que es no degenerada y exacta.

Una variedad simpléctica (M, w) es una variedad M de dimensién 2n provista de una
2-forma w no degenerada y cerrada. Probar que toda variedad simpléctica (M, w) es
orientable.

Sea M una variedad holomorfa de dimensién compleja n. Entonces M vista como va-
riedad diferenciable de dimensién 2n resulta orientable.
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