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PRACTICA 5: ALGEBRA MULTILINEAL

Sean V, W dos k-espacios vectoriales. Consideremos F(V, W) el espacio vectorial libre
cuyos generadores son los elementos de V x W, es decir, F(V, W) consiste de todas
las combinaciones lineales finitas de pares (v, w) conv € V, w € W. Sea R(V,W) el
subespacio de F(V, W) generado por el conjunto de todos los elementos de F(V, W) de
la forma

donde a € k, v,v1,v; € Vy w,wy,w, € W. El espacio cociente F(V,W)/R(V,W)
se llama el producto tensorial de V'y W y lo denotamos por V ®; W. La clase de un
elemento (v, w) serd denotada por v ® w y diremos que es un tensor elemental. Probar
que el producto tensorial cumple las siguientes propiedades:

» Propiedad universal: Sea ¢ : V. x W — V ®; W la funcién bilineal (v, w) — v ® w.

Probar que para toda funcién bilineal f : V. x W — U existe una tnica funcién lineal
f: V& W — U demodo que el siguiente diagrama conmuta

VxW > VLW

» V ®; W es canoénicamente isomorfo a W @ V.
» (V@ W) @ U es canénicamente isomorfo a V @, (W @, U).
» La funcién bilineal V* x W — Homy(V, W) definida por (v*, w)(v) = v*(v)w deter-

mina de modo tnico una funcién lineal V* @ W — Homy(V, W). Probar que esta
funcién es un isomorfismo y que en consecuencia dim(V @ W) = dim V dim W.

w Si{vy,---,vn} esunabasede Vy {wy, -, wy} es una base de W, entonces los ten-

sores elementales {v; ® w; : i,j} forman una base de V ®; W.

» Sean f1 : V7 — Wy, fo : Vo — W, dos funciones k-lineales. Probar que la expresion

de f1 ® fo : V1 @ Vo = W; ® W, en bases coincide con el producto de Kronecker
definido como

6111B s alnB
A®B= SR
amlB A amnB

donde A y B son las matrices de f; y f» en bases.

= Si f: V — W es k-lineal, calcular la matriz de <% : V¥ — W% en bases.

El dlgebra tensorial de un k-espacio vectorial V se define como

(V)= T1T"(V)
n>0
1
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donde T"(V) = V ®y - - - ® V. Definimos una multiplicacién
—_——

n veces
®: THV) x TH(V) — T*H(V)
extendiendo por linealidad la yuxtaposicién de tensores elementales
(1@ QU)W R QW) =11 R QU RW -+ R Wy.
Probar que T(V) es una k-dlgebra asociativa.
Sea V un k-espacio vectorial. Un tensor de tipo (7, s) es un elemento del espacio
Visg=V® VeV -V,

~~ N~

rveces s veces

Supongamos que V' es un k-espacio vectorial de dimension finita. Probar que V; es
isomorfo al k-espacio vectorial de funciones multilineales
Ve - eVveV'e -V =k

~N~ ~N~
r veces s veces

Definimos el dlgebra simétrica de un k-espacio vectorial V como S(V) = T(V)/I donde
I es el ideal bilatero generado por los elementos de la forma v ® w — w ® v para todos
v,w € V.Supongamos que char(k) no divide a n!.

1. Probar que si {x1,- -+, X, } es una base de V entonces S(V*) ~ k[xy,- - -, xp].

2. Probar que si Sym : T(V) — T(V) es el morfismo dado por

1
Sym(v1 @ @ovu) = Y Vo) @ ® Vg
‘T oEeSy,
entonces I = ker Sym.
3. Un elemento de T (V) se dice un tensor simétrico si queda fijo por Sym. Definimos
el producto de dos tensores simétricos wy, w;, en T(V) como

w1 © wy = Sym(wy ® wy).

Denotaremos por S’(V) al algebra de tensores simétricos.
4. Probar que Sym : T(V) — T(V) es un proyector cuya imagen es el dlgebra de
tensores simétricos y que Sym induce un isomorfismo Sym : S(V) — S'(V).

Definimos el dlgebra exterior de un k-espacio vectorial V como A(V) = T(V)/] donde
J es el ideal bilatero generado por los elementos de la forma v ® w 4+ w ® v para todos
v,w € V.Supongamos que char(k) no divide a n!.

1. Probar que si Alt: T(V) — T(V) es el morfismo dado por

1
Alt(01 ® -+ - ®vy) = p Z SgN(0) Vg(1) © -+ @ V()
‘T oEeSy,
entonces | = ker Alt.
2. Un elemento de T(V) se dice un tensor alternado si queda fijo por Alt. Definimos
el producto de dos tensores alternados w; € V¥, w, € V™ como

w1 A\ wy = Alt(wi ® wy).

Denotaremos por A’(V) al dlgebra de tensores alternados.
3. Probar que Alt : T(V) — T(V) es un proyector cuya imagen es el algebra de
tensores alternados y que Alt induce un isomorfismo Alt: A(V) — A'(V).
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Definimos la A*(V) k-ésima potencia exterior de V como la imagen de T*(V) por la pro-
yeccion canénica T(V) — A(V). Notamos por v1 A --- Avgalaclasede v ® - - - ® vy
en AX(V). Probar que:

1. vy A--- Aok =0sivy,...,7 son linealmente dependientes.

2. Sio € Sg entonces V(1) A+ AUy = sgn(c) v1 A -+ - A0y

3. AK(V) = 0sik > dim(V).

4. Si{vy,---,vn} es una base (ordenada) de V, entonces la coleccién de los elemen-
tosdelaformav; A---Av; conl <iy <--- <i; < nresultaunabase de AF(V).
Concluir que dim A¥(V) = (}) paracadak =0,1,...,n.

Identificar A(V) con P AK(V).
k>0

Una funcién multilineal f : VK = V x - -- x V — W se dice alternada si

f(@o1y, s 0ek)) = (sgn(o)) f(o1, -+, vk)

paratodos vy,..., v € Vyo € 5.

Seap: VK=V x---xV — A¥(V)la funcién dada por ¢(vq,- -+ ,vk) =01 A+ -~ Aty
Probar que ¢ es multilineal y alternada y que tiene la siguiente propiedad universal:
dada cualquier ¢ : VK = V x --- x V — T multilineal y alternada, existe una tni-
cayp : AK(V) — T lineal tal que ¥ o ¢ = . Deducir que si Ai(V) es el subespacio
de T%(V) formado por las funciones multilineales y alternadas de V en k entonces
Ar(V) ~ AK(V)*,

Consideremos la forma bilineal
(—,—): Ak(V*) X Ak(V) —k, (V] A AL UL A ANug) det(vf(u]-)).

Probar que es una forma bilineal no degenerada y por lo tanto induce un isomorfismo
de espacios vectoriales entre AF(V)* y AF(V*).
n

Sean {vy,- -+ ,vn} y {w1,- -+, wy} bases de V. Probar que si w; = ) c;;v; entonces
=1

w1 A ANwy = det(cij) v A Aoy

Probar que las algebras tensorial, simétrica y exterior son funtoriales, es decir
m Sif:V — W eslineal, f induce morfismos de algebras Tf : T(V) — T(W),
Sf:S(V) = SW)y Af: A(V) = A(W).
= Estos morfismos respetan la composiciéon:si f : V. — Wy ¢g: W — Z son lineales

entonces T(go f) = TgoTf,S(go f) = SgoSfy Algo f) = AgoAf.
= T(id) = id, S(id) = id y A(id) = id.

Sea f : V — W una aplicacién k-lineal. Calcular la matriz de A’(f) : AK(V) — AF(W)
en bases.

Sea f : V — V un endomorfismo. Definir det(f) sin apelar a ninguna base. Probar que
si ¢ es otro endomorfismo entonces det(fg) = det(f) det(g).
Sugerencia: Considerar A"f : A"(V) — A"(V) donde n = dim V.
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13 Sea V unespacio vectorial conbase {vy, -+ ,v,} y {7}, -, v} } subasedual. En V ® V*
n

consideramos el elemento 2 v; ® v;. Probar que este elemento no depende de la base
i=1
elegida.

14 Sea V un espacio vectorial. Supongamos que V esta provisto de un producto interno:

es decir, una forma bilineal (—, —) : V x V — R simétrica y no degenerada.
1. Probar que la forma bilineal (—, —) : A¥(V) — A¥(V) inducida por

@y A Nag pr A=+ A Br) = det<<"‘ifﬁj>ij> ;o dipieV

y extendida por bilinealidad es simétrica y no degenerada y asi define un pro-
ducto interno en A*(V).

2. Probar que si {e1, -+ ,e,} es una base de Vy v,w € AK(V) entonces existe un
tnico xw € A" *(V) de modo tal que

vA*w = (v,w)ye; N Aey.

3. Probar que x(eg A --- Aeg) =epr1 A+ Aep.
4. Concluir que tenemos un isomorfismo lineal x : AF(V) — A"=K(V).
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