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PRACTICA 2: ESPACIOS TANGENTES Y FIBRADOS VECTORIALES

Espacios tangentes

1 Sea M una variedad diferencial de dimensién d y p € M un punto. Probar que las
siguientes descripciones del espacio tangente a M en p son equivalentes:

a. Derivaciones en p, es decir, funcionales lineales en el espacio de funciones dife-
renciables que cumplen la regla de Leibniz

TyM = {D:%"(M,R) — Rlineal : D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(g)}-
b. El espacio dual de m,/m} donde m, = {f € €°(M,R) : f(p) = 0}.
c. El espacio dual de m,/ ﬁ%, donde my, es el ideal de gérmenes de funciones en p

que se anulan en p.
d. Familias ((U,¢),v) con (U, $) una carta alrededor de p y v € R?, bajo la relacién

(U ¢),0) ~ ((V,9),w) siw = D(yg~")(¢(p))o-
Con cada descripcion del espacio tangente, definir la diferencial dpf : TyM — Tf(,)N
de una funcién diferenciable f : M — N.

2 Sea U C R" un abiertoy ¢ : U — IR una funcién diferenciable. El gréfico
Ty ={(x,¢(x)):x €U}

es una variedad diferenciable con la carta global (I'y, 7r) con 7 : I'y — R" definida por
m((x,¢(x))) = x.Si f: Ty — Resla funcién dada por f((x,¢(x)) = ¢(x), calcular

o

i
87tp

en funcién de las derivadas parciales de ¢.

3 Sea M una variedad diferencial, p € M un punto y fijemos una carta (U,¢) de M al-
rededor de p. Diremos que dos curvas 71,72 : R = M con 71(0) = 92(0) = p son

d
= —(¢o) coinciden. Lo denotare-
=0 df t=0

equivalentes si las derivadas %((p °71)

mos 7y1 ~ 2. Probar que:

a. ~ es una relaciéon de equivalencia.

b. ~ no depende de la carta (U, ¢) elegida.

c. El conjunto de clases de equivalencia puede ser dotado de estructura de espacio
vectorial de forma natural y resulta isomorfo al espacio tangente en p. Definir la
diferencial de una funcién en un punto en términos de esta nueva construccion.

4 SealU C R"unabiertoy f : U — R una funcién diferenciable tal que 0 es un valor
regular (es decir, si f(p) = 0 entonces Vf(p) # 0). Si M = f~1(0), probar que T,M
puede identificarse con el espacio ortogonal a Vf(p).
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5 Probar que f : M — N es un difeomorfismo en un entorno de p € M si y sélo si
dpf : TyM — Tg(,)N es un isomorfismo.

6 Seaf: M — N una funcién diferenciable. Probar que si f es constante en un entorno
U de p entonces dy, f = 0. Reciprocamente, sid, f = 0 para todo p en un abierto conexo
U, entonces f|; es constante.

7 Sean M, N variedades y p, g puntos en ellas respectivamente. Tomemos las inclusiones
ip: M — M x N dada por ip(x) = (x,9) yin : N - M x N dada por ix(y) = (p,y).
Probar que

Tpq) (M x N) = dptm(TyM) © dgin (TyN).

Ejemplos

8 Se considera el toro T = S! x S! y la funcién f(e*,e*) = sin(3t) cos(5u), mirando
S! C C. Elegir alguna carta alrededor de p = (1,1) en T y calcular las derivadas de f
con respecto a las coordenadas dadas por la carta en p.

9 SeaS?C R’laesferay f: S> — R dada por f(x) = dist(x, N)?> donde N = (0,0,1).
Consideremos ademas, las cartas (U, ¢n) v (V,¢s) dadas por las proyecciones este-

reogréficas y p = (3, %, i) Se definen los vectores tangentes

) d
01 =8—| +5V2—| , wp=(—-15V2+20) —| +(-24+16V2) —
a‘PN . I3 . 9¢3 .

9PN |,
a. Probar que f es diferenciable.

b. Calcular v1(f) y va(f).
c. Probar que en realidad v; = v;.

10 Consideremos det : GL,(R) — R. Dado que GL,(R) € M;(R) es un abierto, identi-
ficamos T;GL,(R) ~ T{M,(R) >~ M, (RR) y llamamos e;; a las coordenadas asi dadas.
ddet oddet

Calcular
aei]' y ael’]‘ I

11 Calcular la diferencial de f : S! x (—1,1) — S?,

t) = (z1 V1—12,250/1 — t2,t), dondez = z1 + iz,
en los puntos de la forma (1,t) € S' x (—1,1).

12 Hallar la diferencial de las siguientes funciones en el punto indicado.
a. f: R*> — R? dada por F(x,y) = (xy +y?e*¥) en (7,3).
b. ¢: S! — Sl dada por g(z) = z", con n € N, en cualquier punto.
c. El producto de matrices y : M, (R) x M, (R) — M, (R) en cualquier punto.
d. La inversa de matrices i : GL,(R) — GL,(R) en la identidad.
e. Las restricciones de u e i a SL,(IR) en la identidad.
f. f: P?(R) — P?(R) dada por f(a:b:c) = (b:a: c)en cualquier punto.

13 Consideremos la funcién f : R® — R? dada por f(x,y,z) = (xy,z).
a. Hallar los puntos criticos de f.
b. Hallar los puntos criticos de f|.
c. Hallar el conjunto C de valores criticos de f|..
d. Probar que C tiene medida 0.
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Fibrados vectoriales

Sea V un espacio vectorial real. Recordemos que un fibrado vectorial de fibra V sobre
una variedad diferencial M consiste de una variedad diferencial E junto con una funcién
diferenciable 77 : E — M tal que

= Paracada p € M la fibra 7~ !(p) tiene estructura de espacio vectorial.
» Para todo p € M existen un entorno U y un difeomorfismo ¢y : 71 (U) — U x V de
forma que el siguiente diagrama conmuta

7~ 1(U) bu y UxV

R pry

M.

» Para todo p,¢ y U como en el item anterior, la restriccion ¢y : 77 1(p) — {p} x Ves
un isomorfismo de espacios vectoriales.

El espacio E se llama el espacio total, M el espacio base, 7t la proyeccion y U es un abierto tri-
vializante. Dados dos abiertos trivializantes U, V' la funcién ¢y o cpﬁl es llamada la funcion
de transicién. Decimos que un fibrado es trivial si se puede tomar a M como un abierto tri-
vializante. Una seccion de m : E — M es una funcién diferenciable s : M — E tal que
mos =id.
14 Sea M una variedad diferencial de dimensién d. Consideremos

T™M = {(p,v) : p € M,v € T,M},

la unién disjunta de los espacios tangentes.

a. Si (U ¢) es una carta, definimos U = {(p,v) : p € U,v € T,M} y una funcién
¢:U— R xRY,
4) p, ( . "Ud>
K

dondev =v! 2% | +--. 401

a¢1

. Probar que

a¢ p

o = {(ljl,gﬁ) : (U, ¢) carta de M}

induce una estructura de variedad diferenciable sobre TM. ;Cudl es su dimen-
sion?

b. Probar que la proyeccién canénica 7t : TM — M es una funcién diferenciable de
rango constante.

c. Sea f : M — N.Probar quedf : TM — TN definida pordf(p,v) = (f(p),dpf(v))
es una funcién diferenciable.

d. Probar que 7t : TM — M es un fibrado vectorial que llamaremos fibrado tangente.
Encontrar un cubrimiento por abiertos trivializantes y calcular las funciones de
transicion.

15 Probar que los siguientes son fibrados vectoriales, hallar su fibra y las funciones de
transicion.

a. El fibrado tautologico de P" (R). El espacio total se define como

1 ={([t], p) € P"(R) x R""' : p € v}

y 7t : vn — P"(R) es la proyeccion en la primera coordenada.
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b. El fibrado de Moebius sobre S'. El espacio total se define como E = [0,1] x R/ ~
donde

a=1,c=

(a,b) ~ (c,d)sib=—dy {a— =L

y la proyeccién estd dada por 7 : E — S!, 7t((x,y)) = €2~

16 Sea M una variedad diferencial y 7t : E — M un fibrado vectorial y sea 1 la dimensién
de las fibras.
a. Probar que 7w : E — M es el fibrado trivial si y sélo si existen secciones sy, .. .,sy

tales que (s1(p),-..,sn(p)) es una base de 7~ !(p) para cada p € M.
b. Probar que el fibrado tautolégico nunca es trivial.
Sugerencia: probar que toda seccion del fibrado tautolégico debe anularse.

17 Diremos que una variedad es paralelizable si su fibrado tangente es trivial. Probar que
S1,83y T" = S! x - - - x S! son paralelizables. Probar que S? no es paralelizable.

Algebra de campos

18 Consideremos el anillo R[¢] = R[x]/(x?) Probar que T,M se puede identificar con los
morfismos de anillos
Ip(M) = Rle]

donde Z,(M) es el anillo de gérmenes de funciones en p.

19 Consideremos el conjunto de R-derivaciones de (M, R),
Derg(¢%(M,R)) = {D € Endg(¢~(M,R)) : D(fg) = fD(g) +gD(f)}-
Probar que Derg (4 (M, R)) ~ Homg_4, (¢ (M, R), 6% (M, R) @R R[e]).

20 Sea M una variedad y U € M un abierto. El conjunto de campos tangentes sobre U se
define como
X(U)={Xe?U,TM): moX =id}.
Probar que

a. Probar que X(U) es un ¢ (U, R)-modulo.

b. Probar que para todo punto p € M existe un entorno U de p tal que X(U) es un
%> (U, R)-mo6dulo libre. ;Cudl es el rango de este médulo?

c. Probar que M es paralelizable si y s6lo si X(M) es un (M, R)-mé6dulo libre.
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