FLUJOS, CAMPOS Y UN TEOREMA DE EHRESMANN

IGNACIO DARAGO

RESUMEN. El objetivo de estas notas es desarrollar la teoria de flujos y curvas
integrales. Esta teorfa nos permite dar una interpretacion geométrica del corche-
te de Lie y nos permite a su vez probar el teorema de la fibracién de Ehresmann.

1. CURVAS INTEGRALES Y FLUJOS

Sea M una variedad diferenciable y X € X(M) un campo tangente. Podemos
pensar en M como si fuera un rio y X la corriente de agua en M. Si soltamos una
particula en el medio del rio, la corriente la arrastrard describiendo una trayec-
toria como en la figura 1.

FIGURA 1. La trayectoria de una particula arrastrada por el rio.

Sea v : I —+ M la curva que describe esa trayectoria. En cada punto, la veloci-
dad instantdnea de la particula debe ser precisamente la velocidad con la que el
rio se estd moviendo. Es decir, v debe cumplir la ecuacién

d
7' (t) = diy <dt> = Xyt

Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.1. Sea M una variedad diferenciable y X € X(M) un campo tan-
gente. Una curva integral oy : I — M es una curva tal que

7 () = X,
para cada punto t € I.
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Ahora bien, estudiemos el problema localmente. Podemos suponer sin pérdi-
da de la generalidad (achicando el intervalo I si es necesario) que existe una
carta (U,¢) de M tal que v : I — U. Enese caso, sipoy = (y1,---,n) es la
representacion de la curva en coordenadas, tenemos que

(1) = Y1)
t) = (1) =— .
Y 1;% 30l

Por otra parte, si la representacion de X en coordenadas es
L d
Xp = 2 Xi(p ) @
i=1 tip
donde Xj, ..., X, son funciones diferenciables en U, se sigue que <y es una curva

integrable si y s6lo si se satisface la ecuacion diferencial /() = X;((t)) para
cadat € I. Estamos en condiciones de probar la siguiente

Proposicién 1.2. Sea M una variedad diferenciable y X € X(M) un campo tangente.
Para cada punto p € M existe ¢ > 0y una curva suave vy : (—¢, €) — M que es una
curva integral de X que comienza en p (es decir, y(0) = p).

Demostraciéon. Tomemos una carta (U, ¢) de un entorno de p como en la discu-
sion anterior. Por el teorema de Picard-Lindelof, el sistema de ecuaciones dife-

renciales

{%‘(t) = (Xio g )(n(t), - m(t))
7i(0) = ¢i(p)

posee una solucion (y1,---,vu) : (—¢e) = ¢(U). La curva ¢ : (—¢e) - M

definida por y(t) = ¢ "1 (71(t), -+ ,x(t)) es una curva integral para M. [

Observaciéon 1.3. Notemos quesiy : I — My : | — M son dos curvas
integrales para un campo tangente X € X(M) con ¢(0) = 7(0) = p entonces
Yliny = 1lin;- En efecto, veamos que el conjunto {t € IN] : y(t) = 5(t)} es
abierto y cerrado. Claramente es cerrado por continuidad. Si tp € I N ] es tal
que y(ty) = #(to), tomamos una carta alrededor de ese punto y observamos
que las coordenadas de y y 7 en esa carta son soluciones al mismo problema de
valores iniciales con la misma condicién inicial. Por la unicidad de solucién, y y
1 coinciden en un entorno de ¢ y se sigue lo deseado.

Definicién 1.4. Sea M una variedad diferenciable y X € X(M) un campo tangen-
te sobre M. Una curva integral v : I — M que empieza en y(0) = p es maximal si
para cualquier curva integral 7 : I—-M que empieza en y(0) = p tenemos que
T C I. Diremos que un campo es conpleto si todas las curvas integrales maximales
estdn definidas sobre todo R.

Los campos completos nos permiten definir difeomorfismos en una variedad,
simplemente dejando fluir un tiempo fijo. En otras palabras, sea X un campo
completo sobre una variedad M y ®(?) : R — M la curva integral que comienza
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en ®)(0) = p. Si definimos ®; : M — M por ®;(p) = ®P)(t), obtenemos
una funcién diferenciable gracias a la dependencia suave de los datos iniciales
en el teorema de Picard-Lindelof. También es fécil verificar que ®y = id y que
sit,s € R entonces ®;s = P; o O,. Esto nos dice que (P;); define un grupo
uniparamétrico, es decir, un morfismo de grupos ® : R — Diff(M) dado por
t— th.

Por lo tanto, serd importante para nosotros tener algan criterio para probar
que un campo es completo.

Proposicién 1.5. Sea M una variedad diferenciable y X € X(M) un campo tangente
sobre M. Si existe un € > 0 fijo tal que para todo p € M la curva integral que comienza
en p estd definida en (—e, €), entonces X es completo.

Demostracién. Supongamos que existe un punto p € M tal que el dominio de la
curva integral ®(P) estd acotado. Sin pérdida de la generalidad, supongamos que
est4 acotado superiormente y sea b el supremo del dominio maximal de ®(7).
Tomemos algtn fy tal que b —¢ < tg < by seaq = ®P)(ty). Como ®W estd
definida en (—¢, ¢), podemos considerar la curva

o) (1) si—e<t<b
v(t) = (q) .
(Dq(t—to) sifp—e<t<ty+e
definida en (—¢, b + €). Notemos que 7y estd bien definida pues
U (t —to) = @11 () = Prty 0 Py (p) = Pa(p) = P (1),

Claramente -y es una curva integral, comienza en p y el dominio se extiende mds
hacia la derecha que b. Esto prueba que el dominio de la curva integral no podia
estar acotado. ]

Un corolario sencillo de esto es el siguiente.

Corolario 1.6. Sea X un campo tangente en M tal que Sop(X) = {p € M : X, # 0}
es compacto. Entonces X es completo.

Demostracién. Para cada p € Sop(X) existe un abierto U, > pen My une, > 0
de modo tal que todas las curvas integrales &%) estén definidas en (—¢ p,€p) Para
q € Up. Por la compacidad del soporte, podemos quedarnos con finitos abiertos
Up,,..., Uy, que lo cubren y tomar ¢ = min{e,,, ..., €&, }. De este modo, toda
curva integral que comience en un punto de Sop(X) estara definida en (—¢,¢).
Por otra parte, si una curva integral comienza en un punto p fuera del sopor-
te, debe ser constante pues X, = 0y asi estard definida siempre. Aplicando la
proposicién 1.5 anterior, concluimos la demostracién. [

Corolario 1.7. Todo campo en una variedad diferenciable compacta es completo.

Demostracion. El soporte de cualquier campo debe ser compacto y usamos el co-
rolario anterior. |
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El corolario anterior se puede probar de manera esencialmente distinta (y de
modo que queda como ejercicio para el lector) a través del siguiente lema.

Lema 1.8 (del escape). Sea X un campo tangente sobre una variedad diferenciable M.
Si 7y es una curva integral de X cuyo dominio maximal no es todo R, la imagen de 7y no
puede estar contenida en ningiin compacto de M.

Demostracién. Supongamos que b es el supremo del dominio de la curva in-
tegral v que empieza en y(0) = p. Sea K C M un compacto de modo tal
que ¥([0,b)) C K. Para cualquier sucesion creciente (t,),en C [0,b) tal que
tn == b, lasucesién (y(t,;)), € K debe admitir una subsucesién convergente
a un punto g € M. Tomemos un abierto U entorno de g y € > 0 tal que todas las
curvas integrales de X que comienzan en algiin punto de U estdn definidas en
(—e¢,€). Para algun k suficientemente grande, b —e < t,, < by ¥(t,,) € U. La
curva definida por o : [0,t,, +¢) — M,

oty = 470 s5i0<t<b
th*tnk (q)tnk (p)) Si tnk —&e< t < tnk + &

es una curva integral de X que extiende a <y (pues t,, +¢& > b). Esto es una
contradiccién pues b era el supremo del dominio de +. [

Sea f : M — N una funcién diferenciable. Dos campos X € X(M), Y € X(N)
se dicen f-relacionados (lo notaremos X ~ Y) si para cada p € M tenemos que
dyf(Xp) = Yf(p)- Podemos caracterizar esta propiedad en términos de las curvas
integrales.

Proposicién 1.9. Sea f : M — N una funcién diferenciable. Dos campos X € X(M),
Y € X(N) estdn f-relacionados si y solo si para cada curva integral <y de X se tiene que
f oy esuna curva integral de'Y.

Demostracion. Si X ~¢ Y tenemos que

(for)'(t) = dyi f(Y' (1) = dyy f(Xy0) = Yifom) )

y asi f oy es una curva integral de Y. Reciprocamente, supongamos que f manda
curvas integrales de X en curvas integrales de Y. Dado p € M, tomemos una
curva integral 7y : (—¢, €) — M de X comenzando en p. Como f o 7 es una curva
integral de Y comenzando en f(p) se sigue que

Yip) = (F01)(0) = dpf(7(0)) = dpf(X)

y asi X ~¢ Y como queriamos probar. n
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2. DERIVADA DE LIE

Sea X un campo tangente en una variedad diferenciable M. Recordemos que
un campo tangente puede identificarse con una derivacién en (M, R), es de-
cir, una funcién X : €°(M,R) — € (M, R) lineal que cumple la regla de Leib-

X(fg) = fX(g) +gX(f)

En efecto, esto se debe a que X, = ev, o X es una derivacién en p y asi define un
elemento en T, M.

Definicién 2.1. Sea M una variedad diferenciable y X,Y € X(M) dos campos
tangentes. El corchete de Lie se define como

(X, Y] =XY-YX
donde pensamos a X, Y como derivaciones de (M, R).

Observemos que [X, Y] es un campo tangente, o en otras palabras, que el cor-
chete [X, Y] : €°(M,R) — ¢°(M,R) es una derivacion. Esto es sencillo, pues

(XY = YX)(fg) = X(gY(f) + fY(2)) = Y(¢X(f) + fX(2))
= X(Q)Y(f) +gXY(f) + X(f)Y(g) + fXY(g)
= Y(g)X(f) —&YX(f) = Y(f)X(g) — gYX(f)
= f(XY = YX)(g) + (XY = YX)(f)-
Es facil verificar que si (U, ¢) es una carta de M en la que
n ; a n ; a
X—;X 20 Y_i:1Y 5,

entonces

nofdL LAY 90X\ 9
X, Y| = X/ -Y —.
xvl=2, (Z op; 34’;’) IP;

i=1 \j=1
Veamos una interpretacion geométrica del corchete de Lie. Para esto, busca-
mos una nocién de derivada direccional de campos tangentes. Si X es un campo
tangente en R" y v € T,R" es un vector tangente, podemos definir

d X +to — X
DoX(p) = —| Xpito =lim 22 P
Es claro que en R”, la derivada D, X puede obtenerse derivando cada coorde-
nada de X = (Xj,---,Xy). Sin embargo, este concepto de derivada requiere

fuertemente de que todos los espacios tangentes de R” pueden ser identificados
con R": en una variedad arbitraria M los vectores tangentes X, 1, y X, viven en

espacios tangentes distintos. Si reemplazamos v por un campo tangente Y, po-

demos reemplazar p + tv por el flujo @gp ) (t) y de este modo identificar T, , M

v (5

con TyMa través ded ) ®Y,. Esto motiva la siguiente definicién.

v (B
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Definicién 2.2. Sea M una variedad diferenciable y X, Y campos tangentes en
M. La derivada de Lie Ly X se define como

d

(LYX)p = a

Y —
Ay @ (X ):ﬁmd@&”(w“pf (Fap) =%
o T\ e ) T 5 : ‘

FIGURA 2. La derivada de Lie de un campo respecto de otro.

V.I. Arnold se refiere a la derivada de Lie como la derivada del pescador: el pesca-
dor observa el rio frente a él y ve como cambian los objetos y su posicién relativa
al seguir el flujo del agua.

Proposicion 2.3. Sea M una variedad diferenciable y X,Y campos tangentes en M.
Entonces la derivada de Lie Ly X define un campo tangente en M.

Demostracion. Sea (U, ¢) una carta en un entorno de p € M. Tomemos un abierto
W C My e > 0demodo tal que el flujo de Y en la region W cae en U para todo
tiempo en (—¢,¢), 0 en otras palabras @y : (—¢,¢) x W — U. Esto es posible
por la dependencia suave de los datos iniciales en el teorema de Picard-Lindelof.
Denotamos ¢ o Dy (t,x) = (P1(t, x),- -+, Dy(t x)) a las coordenadas del flujo en
la carta (U, ¢). Usando la base de los ganchos, podemos calcular la diferencial

g1 (X )—Z " 9Py by () X (D (1, 7)) |
ngl’)(t) —t @}/(p) - - = 847] s FY\L, ] Y\t a(Pl

X

Los coeficientes son funciones diferenciables en (f, x) y derivando con respecto a
tent = 0 lo siguen siendo. Esto prueba que los coeficientes de Ly X en la base de
los ganchos son funciones diferenciables y asi es Ly X es un campo tangente. m

Vamos a probar que Ly X = [Y, X], pero antes necesitamos un lema técnico.

Lema 2.4. Sea M una variedad diferenciable, X un campo tangenteen My p € M un

punto tal que X, # 0. Existe una carta (U, ¢) alrededor de p tal que X|; = o
1
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Demostracién. Primero, veamos que podemos elegir una carta (V, 1) de modo tal

0 ~
que X, = | En efecto, tomando una carta (V, 1), completando
Llp
= d
i=1 l alpl p

a una base de T,M (pues X, # 0) y tomando la matriz A € GL,(R) inversa
de la matriz de los coeficientes de esa base, la carta ¢y = A o ¢ satisface que

X, = . La idea sera pararse en un punto 1/)*1(0, ty, -+ ,ty) y fluir en la

9

oYy »

direcciéon de X. Es decir, definimos $ en un entorno de 0 como
¢7(t1, T /tn) = q)ff(w_l(of ty, - - rtn))‘

Claramente ¢ := ¢! define una carta asi que calculemos el primer gancho. Para
aliviar la notacion, escribamos ¢(q) = (ay,- - - ,a,). Entonces

J A(f o)

B q(f) = T(ﬂlz”‘ )

— lim f‘?(al +hay,- -, a,) —f$(01,' o, an)
h—0 h

_ f¢é+h<lpil(0r“2/' - ,an)) — f(9)

~ 50 h

L SORRE (00 a) — flg)
h—0 h

g L2 (@) — f(q)
h—0 h

o) o) - (rel) ©

=y h

= (o) ©

= X4(f)-

Como querfamos probar. [

Estamos en condiciones de probar el siguiente

Teorema 2.5. Sea M una variedad diferenciable y X,Y campos tangentes en M. Enton-
ces LyX = [Y, X].

Demostracion. SiY, # 0, por el lema anterior existe una carta (U, ¢) alrededor de

pcon ¢(p) = 0 de modo que Y = E)j) en U. En estas coordenadas, se tiene que
1
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el flujo de Y es @y (t,p) = ¢~ 1(t,0,---,0) y asi
d

Y Xip~Y(t,0,---,0) —
(; ¢ (t ) 50

(LX), = di

P>
Xioy 9

Ahora bien, es sencillo ver usando la férmula en coordenadas del corchete de Lie
que [Y, X], = (LyX),.

Ahora, si p € Sop(Y), existe una sucesién de puntos p, € M tales que ), # 0
Y Pn 75 P entonces por continuidad se sigue que [Y,X], = (LyX), pues
Y, X]p, = (LyX)p para cada n.

Finalmente, si p ¢ Sop(Y) tenemos que Y, = 0 para todo g en un entorno de p.
Entonces, ®y(t,q) = q para todo t y g cerca de p. Esto implica que (LyX), = 0.
Por otra parte, por la expresion del corchete de Lie en coordenadas es claro que
[Y, X] = 0 pues Y, = 0 para todo g en un entorno de p. ]

3. TEOREMA DE EHRESMANN

El objetivo de esta seccién es probar el teorema de Ehresmann. Diremos que
una funcién diferenciable f : M — N es una fibracién localmente trivial si para
cada p € M existe un entorno abierto U y un difeomorfismo

e f7HU) = U x f7H(p)

de modo tal que el diagrama

FU) ———— ux f(p)

\/

Teorema 3.1 (Ehresmann). Supongamos que f : M — N es una submersioén sobre-
yectiva y propia. Entonces f es una fibracion localmente trivial.

conmuta.

Para probarlo, necesitaremos un par de resultados previos.

Lema 3.2. Sea f : M — N una submersion. Si Y € X(N) es un campo tangente dado,
entonces existe un campo tangente X € X(M) tal que X ~¢ Y.

Demostracion. Tomemos un cubrimiento (Uy, ¢y : Uy — R™) de M por cartas y
un cubrimiento (V, ¢, : Vo — R") de N por cartas con f(U,) C V, y de modo
que la expresion local de f en estas cartas sea la proyeccion en las primeras n
coordenadas ¥, f ¢ 1 (x1, -+ ,xm) = (x1,- -+, xn) pues f es una submersién. Si
escribimos al campo tangente Y en coordenadas como

Y|Va Z i aqjl
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podemos definir localmente un campo X* en U, por

X®
LN

donde X# = Y/ o f. Se puede verificar, por la expresion de f en las cartas, que
dpf(X}) = Yf(p)- Si tomamos una particién de la unidad {p. }« subordinada a
{U, }«, definimos un campo tangente

X=) paX"
14
en M. Este campo X € X (M) estd f-relacionado a Y pues

def Pu(p pr dpf(X}) pr = Y (p)-

Esto concluye la demostracion. [

Lema 3.3. Sea f : M — N una funcién diferenciable, sobreyectiva y propia. Suponga-
mos que X € X(M), Y € X(N) son dos campos tangentes f-relacionados, entonces X
es completo si y sélo si Y lo es.

Demostracién. Supongamos primero que X es completo. Si ¢ € N es un punto

arbitrario y p € M es tal que f(p) = g, entonces f o @g(p) :R — N es una curva

integral de Y que empieza en g, como vimos en la proposicién 1.9. Esto implica
que Y es completo.
Supongamos reciprocamente que Y es completo. Sea p € M y supongamos

(p)

que a es una cota superior del dominio de la curva integral ®y’ que comienza
en p. Si consideramos el compacto

K={e/"(1):te 0,0},

la imagen del intervalo [0,a) por <I>gf) est4 contenida en el compacto f~1(K) ya

que tenemos f (q)gf)(t)) = <I>§,f (p))(t). Pero por el lema del escape 1.8, la curva
@gf) no puede tener su imagen contenida en ningtin compacto pues no es com-
pleta. n

Estamos en condiciones de probar el teorema de Ehresmann. La idea seré fluir
en direccion transversal a las fibras de f, en la direcciéon dada por un campo local
en N. La figura 3 ilustra esto.

Demostracion del teorema 3.1. Tomemos una carta (U, ¢) de N y miremos la res-
triccion f : f~1(U) — U. Por el lema 3.2 existen campos X3, ..., X, tales que

0
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FIGURA 3. Idea de la demostracion del teorema de Ehresmann.

paracadal <i < n.Envirtud del lema 3.3, estos campos son completos pues los
ganchos lo son. Definimos una funcién suave h : f~1(U) — U x f~1(p) como

p— X” . . . X
hq) = (f (@), @4, (1)) ‘I’—im(f(q»(q))
cuyainversah~1: U x f~1(p) — f~1(U),
B %) = @yl - Py (%)
es diferenciable. Y estamos. n

Corolario 3.4. Si f : M — N es una submersién suryectiva y propia y N es conexo,
todas las fibras f~(p) son difeomorfas entre si.

Demostracién. Probemos que el conjunto
S, ={q € N: f(q) difeomorfoa f *(p)}

es abierto y cerrado en N. Como f es una fibracién localmente trivial, para cada
p € N existe un abierto U y un difeomorfismo h : f~1(U) — U x f~1(p) que se
restringe a un difeomorfismo entre las fibras i1 : f~1(q) — f~'(p) yasiU C S,,.
Esto prueba que S, es abierto para todo p € N. Para ver que es cerrado, veamos
que el complemento es abierto. Sea g ¢ S,. Como S, es abierto, existe un entorno
abierto U de g tal que U C S,. Si hubiera algtn punto ' € U tal que g4’ € S,
entonces la fibra f~1(g’) seria difeomorfa a la fibra f~1(p). Pero la fibra f~1(g)
es difeomorfa a la fibra f~!(g), de donde f~!(g) es difeomorfa a f~!(p). Esto es
absurdo pues g € Sp,. Por lo tanto, U € N \ S, y asi S, es cerrado. Esto concluye
la demostracion. [

Ejemplo 3.5. Un ejemplo interesante es la fibracién de Hopf. Tenemos una funcién
f : S3 — S% definida por

fx1, 32,33, x0) = (2(x102 + x3%x0), 2(x1 x4 — x2%3), (6] +23) — (33 +13))
(queda como ejercicio verificar la buena definicién). Claramente f es diferencia-

ble, propia y es sencillo verificar (derivando la expresién) que f es una submer-
sion. En particular, esto implica que f es sobreyectiva, pues la imagen de f es
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cerrada (es compacta por serlo S°) y abierta (por ser f una submersién). Por lo
tanto, el teorema de Ehresmann implica que f es una fibracién localmente trivial
y que todas las fibras son difeomorfas entre si. Analicemos la fibra f~1(1,0,0). Si
(x1,x2, X3, X4) estd en la fibra del polo norte, se deben cumplir las ecuaciones

X1X2 + X3X4 %
X1X4 — X3Xp = 0
X2+ x2 =1

2 2 _ 1
X5+ xj = 3.

Se desprende facilmente de estas ecuaciones que (x1,x3) y (—x4, x2) son dos vec-
tores de la misma norma y ortogonales, lo que implica que (—x4, x2) = (—x3,x1)
0 (—x4,x2) = (x3, —x1). Pero si tuvieramos lo segundo, la primera ecuacién nos
diria que
1
2
Por lo tanto, la fibra consiste de los puntos de la forma

f11,0,0) = {(xxyy) - x* +y* =1}
y asi es claramente difeomorfa a S!. Es decir, la aplicacién de Hopf f : $3 — S2
es una fibracién con fibra S'.

1
=x1(—x1) + x3(—x3) = —x% — x§ =5

El teorema de Ehresmann puede interpretarse como que las variedad diferen-
ciables M no admiten deformaciones no triviales. En efecto, decimos que N es
una deformacion de M si existe una familia de variedades M que varia suave-
mente y que contiene a M y N. Mas precisamente N es una deformacion de M
parametrizada por S si existe una submersioén sobreyectiva 71 : M — S y dos pun-
tos so,s1 € S tales que 7! (so) = My 7w 1(s1) = N. La familia de variedades M
consistird en las fibras {7171(s) }scs. Si ademés le pedimos a 7t que sea propia, ob-
tendremos una familia de variedades compactas. El teorema de Ehresmann nos
dice que toda deformacién 7w : M — S por variedades compactas es localmente
trivial: es decir, no hay moduli.

Recordemos que una hipersupetficie proyectiva de grado d en P"(IR) consiste del
conjunto de ceros

V(F)={(xp:---:x,) € P"(R): F(xp:---:x,) =0}
donde F es un polinomio homogéneo de grado d con coeficientes reales
F= Y a,.,X0 X € R[Xo, -, Xnl.
it tin=d

Es claro que si los coeficientes difieren por un mdltiplo, definen el mismo con-

n+d
junto de ceros. Es decir, si N = < : ) — 1 podemos considerar los coeficientes
(aiy.i, )ig+-+i, = [a] como un punto en PN (IR). Estos pardmetros (o0 moduli) des-

criben el conjunto de hipersuperficies de grado d.



12 IGNACIO DARAGO

Diremos que una hipersuperficie V(F) es no singular si para todo p € V te-
oF . . . .

nemos que a—XZ(p) # 0 para algtn i. Notemos que una hipersuperficie no sin-
gular es una subvariedad de IP"(R) de dimensién n — 1. En efecto, para probar
que V(F) C P"(R) es una subvariedad bastara con ver que en las cartas afines
Ui ={(xo: - :xy) € P"(R) : x; # 0} se tiene que V(F) N U; es una subvarie-
dad de dimensién n — 1 de U;. Pero esto es sencillo de verificar, pues la imagen de
V(F) N Uj; por la i-ésima carta (xo : -+ @ x,) +— (’;—?, *+, ) coincide con £710)
donde fi(y1, - ,yn) = F(yo, -+ ,¥i-1,1,¥i, -+ ,¥n) es la deshomogeneizacién
de F.

El teorema de Ehresmann nos permite probar que si V(F) es una hipersuper-
ficie no singular de grado d y [a] € PN(IR) son los coeficientes del polinomio F,
entonces la hipersuperficie no singular de grado d que se obtiene de una pequefia
variacion de los parametros [a] es difeomorfa a V(F). En efecto, consideremos la
familia universal de hipersuperficies proyectivas de grado d

X = {([x],[a]) EP'(R) xPN(R) : Y a2 xly = }

i+ +in=d

Sizt: X CP"(R)xPN(R) — PN(R) es la proyeccién canénica, la fibra 771 ([a])
se identifica canénicamente con la hipersuperficie de grado d definida por

; .
F, = Z ﬂiO...inXOO s X;” =0.
ig+-Fip=d

Notemos que el conjunto de puntos en PN (R) tal que 71! ([a]) es una hipersu-
perficie no singular es abierto en PV (R). En efecto, para cada punto [x] € P"(RR)
tal que [x] € V(F,) sabemos que alguna derivada parcial i(x) # 0. Si vemos

i
esto como una ecuacién polinomial en (x,a), es claro que podemos conseguir un
oF,
entorno Uy, de ([x], [a]) tal que X” (x') # 0 para todos ([x], [a"]) € U],). Ahora
i
bien, {U}y : [x] € 777 !([a])} es un cubrimiento por abiertos de 7r~([a]) y por
compacidad podemos quedarnos con un subcubrimiento finito. Esto nos daré el
entorno de [a] deseado.

Llamemos S = {[a] € PN(R) : 7 !([a]) no singular} a este abierto de PN(RR).
Entonces 77 1(S) es la familia de hipersuperficies no singulares de grado d. Es
facil ver, al igual que vimos que las hipersuperficies no singulares son subvarie-
dades, que 7771(S) es una subvariedad de P"(R) x PN (IR). Como claramente es
cerrado, debe ser compacto y como 77 : 77 1(S) — S es una proyeccién, debe ser
una submersion. Por el teorema de Ehresmann, las fibras en un entorno de [a] de
7t (que se identifican canénicamente con hipersuperficies no singulares de grado
d cuyos coeficientes estan cerca de [a]) deben ser difeomorfas entre si y estamos.
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Sin embargo, no es cierto que todas las hipersuperficies de grado d en P"(RR)
sean difeomorfas entre si. Esto se debe a que el conjunto S de puntos que para-
metrizan a las hipersuperficies no singulares no es conexo. Esto hace que cuando
deformamos los coeficientes para ir de una hipersuperficie no singular a otra a
veces tengamos que pasar por hipersuperficies singulares, y ahi se puede “que-
brar”, es decir, pueden aparecer componentes conexas nuevas. Esto se ve con la
familia (singular) de curvas elipticas

M={((X:Y:2),A) e P’(R) xR : ZY? = X® - 72X + AZ%}.

La curva no—singular en A = 0 tiene dos componentes conexas mientras que la
curva no-singular en A = 1 tiene sélamente una asi que no pueden ser difeomor-

fas. Esto se debe a que la curva en A = 2/3+/3 es singular, como se ve en la figura

(>
\

YN

. "
A=0 A=2/3/3 A=1

FIGURA 4. Una familia no trivial de curvas elipticas.
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