CLASE PRACTICA DEL 12 DE JUNIO

IGNACIO DARAGO

1. INVARIANZA POR HOMOTOPIAS

Queremos ver que si f,g : M — N son funciones suaves homotépicas (es
decir, existe H : M x R — N suave con H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x))
entonces los morfismos inducidos en cohomologia f*,¢* : HX.(N) — HE,(M)
son iguales f* = g*.

Vamos a probar que la proyecciéon canénica 77 : M x R — M induce un iso-
morfismo en cohomologfa 77* : HX, (M) — H%,(M x R). Esto no s6lo nos per-
mitird probar la invarianza por homotopias sino también nos permitira calcular
HE. (R") mds rigurosamente.

Lema 1.1 (Poincaré). Sea 7t : M x R — M la proyeccién candnica. Entonces
"« H5. (M) — HEL (M x R)

es un isomorfismo. Mds aiin, si 1y : M — M X R es la inclusién 1y(x,0), entonces
i+ HY (M x R) — HX L (M) es la inversa de 7*.

Demostracién. Como 7t o 19 es la identidad, por funtorialidad tenemos 1j77* = id.
Bastara ver que 7*1j es la identidad en cohomologia. Para eso, probaremos que

TG Q' (M x R) = Q°(M x R)

como morfismo de complejos es homotdpico a la identidad. Esto quiere decir que
existe K : Q*(M x R) — Q*~}(M x R) de modo que

id =ty = dK+ K d.

En efecto, esto bastara pues si w € OF(M x R) es una forma cerrada dw = 0,
entonces

w— 1 (w) = d(Kw) + K(dw ) = d(Kw)

dw
—~—
=0
y asi [w] = [71*15(w)] son iguales en cohomologia.
(Coémo definimos el operador K? Notemos que en M x R las formas diferen-
ciables localmente son de dos tipos:

Tipol:  f(x, t)T'w
TipoIl:  f(x,t)dt A T'w

donde f(x, t) es es una funcién suave en un abierto de M x R y w una forma en
un abierto de M.
1



2 IGNACIO DARAGO

Ejercicio: jprobar la afirmacién anterior! Sugerencia: ;cémo eran las cartas de un
producto?

Luego, para definir K, bastara definirlo en formas de tipo I y Il y extender por
linealidad. Definimos K : Q1(M x R) — Q1~1(M x R) como

K(f(x, t)m*w) = 0
{MﬂxﬂwAnwﬁ :<Af@jﬁw>ﬁw

y extendemos por linealidad. Verifiquemos que vale id —7*1; = dK + K d, y por
lo anterior, bastara chequearlo en formas de tipo I 'y II.

» Formas de tipo I: Primero, calculemos
(id —7*1) (f (x, ) T w) = f(x, ) 70w — 7T 15(f (x, 1) T w)
= f(x, )" w — (1orm)*(f(x, 1)) T 150" w
—~—
—id
= (
= (
Ahora bien, por definiciéon K(f(x, )
Finalmente, calculemos Kd(f(x,t)7*

fxt) = fluo(m(x, ))))ﬂ*w
f(xt) = f(x,0)) 7"

*w) = 0y asi dK(f(x,t)m*w) = 0.
w). Para eso, notemos que

d(f(x,t)n*w):aaj:dt/\n*w Za—f (dx)) ANm*w + f(x, t) d*w

:g];dt/\n*w Zl:af (dx; Aw) + f(x, )" (dw).

Como en la expresién, la tinica forma de tipo Il que aparece es %—f; dt A m*w,
al aplicar K, todos los otros términos se desvanecen:

K@U@ﬂﬁwﬂ=K<£&Anw>

~ ([ Hwoa) o
= (F )~ fw 07w

y esto es lo que queriamos probar.
» Formas de tipo 1I: Calculemos

(id =" ) (f(x, t) dt A T*w) = f(x,t)dt A T*w — (190 )" (f(x, t) dt A T w)
= f(x,t)dt A m*w — f(x,0) d(&@/\([e o) mttw

=0
= f(x, t)dt A T w.
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Ahora bien, calculemos d(f(x,t)dt A m*w). De modo similar a la cuenta
que hicimos en el item anterior, se obtiene que

d(f(x, t)dt A T*w) = Zafdt/\n(dx,Aw) f(x, t)dt A dw.

Ejercicio: hacer esta cuenta.
Entonces, integrando bajo el signo integral, tenemos que

Kd(f(x,t)dtAmT'w) = Z( g){ (x, @‘)d@’) (dxj Aw) — </ f(x,¢) d§> " dw.
Ahora, por definicién, K(f(x,t) dt A m*w) (fo x, &) dC) T*w 'y asi

dK(f(x,t)dt A T*w) = f(x,t)dE A n*w—l—zaaxi (/Otf(x,(j) dgf) T (dx; A w)+

< [ o) dé‘> 7 dw.

Esto nos permite concluir que id —77*1j; = dK + K d.
]

Observacion 1.2. Notemos que en la demostracién anterior, si 11 : M — M X R
es la inclusion 11 (x) = (x, 1), entonces (j también es inversa de 77*. S6lo debemos
modificar sutilmente K (Ejercicio).

Corolario 1.3.
Rsik=0

Hig(R") = {o sik > 0.

Demostracién. Componemos tenemos una cadena de proyecciones
R*" 5 RS R0 5 R

que inducen isomorfismos en cohomologia por el lema anterior y como conoce-
mos la cohomologia de IR, concluimos la prueba. ]

Corolario 1.4 (Invarianza homotépica). Si f,g : M — N son funciones suaves
de modo que existe H : M x R — N suave con H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x),
entonces f* = g* en cohomologia.

Demostracién. Por la observacion anterior, ;; = (& y como
0= 4
ff=@oH)"=Hp=H"1n=(oH)" =g
concluimos lo deseado. (]

Ejercicio: Calcular la cohomologia de R" . {0}.
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Observacién 1.5. En realidad, lo que estamos probando es que si dos funciones
son suavemente homotdpicas entonces inducen lo mismo en cohomologia, pero se
puede probar que si son continuamente homotdpicas (es decir, H es meramente
continua) entonces también lo son suavemente. Ver teorema de aproximacién de
Whitney (por ejemplo, [ Jol , Teorema 6.26] para una exposicién mas
de manual).

Observacion 1.6. Con este mismo tipo de téncnicas, podemos introducir un mor-
fismo de integracion sobre las fibras t, : OK(M x R) — QF~1(M) en cohomologia
de soporte compacto, definida por

e (f(x, t) T w) = 0
—+o0
e (f(x, t) dt A T w) = (/Oo f(x,C)dC) w.

Se puede probar que 7T, desciende a cohomologia de soporte compacto y que alli
es un isomorfismo. Se puede calcular de forma anédloga la cohomologia con so-
porte compacto de R". El lector interesado puede ver el libro de Bott, Tu [ I

2. TEOREMA DE DE RHAM

Recordemos que la homologia singular de un espacio topolégico M se define
como
kerd: Cp(M) — Cp_1(M)
ima : Cp1(M) — Cp(M)
donde C,(M) es el grupo abeliano libre generado por los p-simplices singulares
o: Ay — Mdonde

HP(M/Z) =

p p
Ap = {Ztiei : OS ti S 1, Ztlzl}
i=0 i=0
es el p-simplex estdndar y el morfismo de borde d : C,(M) — C,_1(M) consiste
en d(0) la suma alternada de las caras de . Un elemento de C,(M) se denomina
una p-cadena singular. Una p-cadena ¢ de modo que do = 0 se conoce como un
ciclo, mientras que una cadena ¢ para la cual existe una p + 1-cadena 7 tal que
o = dT se conoce como un borde. El p-ésimo grupo de homologia singular es la
homologia del complejo de cadenas Co,(M) y mide “ciclos que no son bordes”
que en algiin sentido se corresponde con nuestra intuiciéon de agujeros.

Si definimos C°(M) como el grupo abeliano libre generado por los p-simpli-
ces suaves, es decir, funciones ¢ : A, — M suaves, entonces tenemos un nuevo
complejo de cadenas Cg°(M). La homologia de este complejo coincide con la ho-
mologia singular (nuevamente, por el teorema de aproximacién de Whitney), o
en otras palabras, no perdemos nada en restringirnos a cadenas suaves en vez de
cadenas singulares.

Recordemos la versién topoldgica de la sucesion de Mayer-Vietoris:
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Teorema 2.1 (Mayer-Vietoris). Sea M un espacio topologico, U,V C M abiertos tales
que U UV = M. Tenemos una sucesion exacta larga

- —— H,(UNV) ——— H,(U) ® Hy(V) ——— H,(M)

H, (UNV) — H, 1(U) ® H, (V) — H, (M) — - -

Demostracion. Hay que probar que tenemos una sucesién exacta corta entre los
complejos singulares

0= Ce(UNV) = Co(U) B Co(V) = Co(M) =0

(donde la primera flecha es [c] — (inc!"VH[c], —inc!""V[c]) y la segunda es

[c] = incY"M[c] 4 inc!M[c]) y aplicar el lema de la serpiente. Lo dificil es probar
la sobreyectividad de la dltima flecha, para lo que hay que hacer subdivisién
baricéntrica. Ver [ ] para una referencia. ]

Definimos el p-ésimo grupo de cohomologia singular como
HP(M,R) := Hom(H,(M, Z),R).

Comentario: no es la definicién usual, con la definicién que viene de dualizar el
complejo de cadenas y mirar la homologia del complejo dual, necesitamos el teo-
rema de coeficientes universales para probar la equivalencia con esta definicién.

Recordemos que podemos integrar una p-forma w sobre una p-cadena suave

c =Y 4¢i0; como
r r
/CL):ZCZ'/ :ZCZ'/ O'i*a).
c i=1 g; i—=1 A

1 P
Ademas, vale el teorema de Stokes en cadenas, es decir

/dw = w.
c dc

H,(M,Z) x H' (M) = R, ([C],[W])H/Cw.

Tenemos un pairing

Esto esta bien definido pues si ¢, ¢’ son dos cadenas homélogas, existe b tal que
¢ — ¢’ = dby por Stokes,

/w—/w:/ w:/w:/dwzo
c ¢/ c—c’ ob b

mientras que si w, w’ son dos formas cohomoélogas, existe 1 tal que w — w’ = dy

y asi
/a)—/w’:/w—w/:/dn:/iyzO.
c c c c dc

Bajo este pairing, el teorema de Stokes simplemente dice que d y d son “adjun-
tos”, es decir ([c], d[w]) = (9[c], [w]).
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Como el pairing es bilineal, induce un morfismo
H. (M) — Hom(H,(M,Z),R) = H’(M,R), [w]+— (-, [w]) = ([c] — /w> .

Teorema 2.2 (De Rham). EI morfismo Hf, (M) — HP (M, R) inducido por el pairing
es un isomorfismo.

Demostracién. La idea de la demostracion serd hacer un argumento inductivo: el
argumento de Mayer-Vietoris. Podemos probar, apareando la sucesiéon de Mayer-
Vietoris topolégica con la sucesion de Mayer-Vietoris para formas, que el siguien-
te diagrama conmuta

+1 +1 +1 +1
Hlp (U) & Hjp (V) — Hjpg(UNV) — Hip (UUV) — Hlp (U) @ Hyp (V) — Hjg (UNV)

! ! ! ! |

HP(U,R) ® HP(V,R) » HP(UNV,R) » HP*Y(UUV,R) » HP*Y(U,R) @ HP*(V,R) » HPFPY(UNV,R)
Ejercicio: verificar la conmutatividad... van a necesitar una descripcién explicita
de los morfismos de borde.

El lema de los cinco nos prueba que si el pairing induce un isomorfismo para
U,V y UNV, entonces induce un isomorfismo para U U V. Esto nos permite
hacer una especie de argumento inductivo.

Diremos que un cubrimiento {U,} es bueno si el morfismo inducido por el
pairing es un isomorfismo para todas las intersecciones finitas U,, N - - - N U,, de
abiertos del cubrimiento. Es claro que si M posee un cubrimiento bueno finito,
entonces el pairing induce un isomorfismo H/, (M) — HP(M, R), simplemente
haciendo induccién en la cantidad de abiertos del cubrimiento finito y usando la
idea del parrafo anterior. Diremos que M tiene la propiedad (I) si el morfismo
inducido por el pairing H' (M) — HP(M, R) es un isomorfismo.

Probemos ahora que si M admite una base i = {U,} que es un cubrimiento
bueno, entonces H:. (M) — HP(M, R) es un isomorfismo. Sea p : M — R una
funcion de desgaste (es decir, p~!(—o0, c] es compacto para todo ¢ € R)

Ejercicio: probar que existe una funciéon de desgaste (usar particiones de la uni-
dad).
Definimos los conjuntos

1 3
An={geM:m<p(q) <m+1}, Ai,l:{qu:m—2<p(q)<m+2}

para cada m natural. Es claro que para cada g € Ay, existe un abierto U, de la
base U de modo que g € U, y U, C Aj,. Como A,, es compacto por ser p una
funcién de desgaste, podemos extrar un subcubrimiento finito {Llal, o, Uy, }de
U y podemos considerar su unién B;,. Como B, admite un cubrimiento bueno
finito, sabemos que el pairing induce un isomorfismo en B,,. Ahora bien, como
By solo interseca a B; si [k — 1| < 1, se sigue que los conjuntos By, para m par son
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disjuntos y también son disjuntos para m impar. Luego,

U= |JBw V= J Bu

m par m impar

son uniones disjuntas de abiertos que tienen la propiedad (I) y asi Uy V deben
tenerla. Ademads su intersecciéon U N V es la unién disjunta de abiertos B,, N By,41,
que pueden ser cubiertos por finitos abiertos de la base U/ y asi tienen la propie-
dad (I). Como U, V,UNV tienen la propiedad (I), se sigue que M = UUV
también.

Sélo resta ver que toda variedad M admite una base que es un cubrimiento
bueno. Una forma posible para eso es equipar a M de una métrica riemanniana
y tomar un cubrimiento por abiertos geodésicamente convexos. Esto concluye la
prueba. [

Observacion 2.3. La naturaleza “dual” entre cadenas y formas (vinculadas por
la integracion) nos da una relacién de dualidad entre la homologia y la cohomo-
logia. Es decir, no es caprichoso estudiar tanto homologia como cohomologia y
no elegir “un lado al que apunten las flechas”, sino que tienen avatares y razones
de ser distintas en algtin sentido.

Observacién 2.4. Como la cohomologia singular es un objeto de caracter pura-
mente topolégico, el teorema de de Rham nos dice que la cohomologia de de
Rham no puede ver més alld de la topologia. Es decir, la cohomologia de de
Rham no nos permitird distinguir entre dos espacios homeomorfos con distinta
estructura diferenciable.

Con la misma técnica, podemos probar el teorema de Dualidad de Poincaré.
La idea es totalmente anédloga, construimos un pairing

Hip (M) x HIHM) < R, ([l b)) = [ wny

que esta bien definido porque el producto exterior contra una forma de soporte
compacto tiene soporte compacto y por el teorema de Stokes. Este pairing induce,
al igual que el otro, un morfismo

i) — B4, (@l (o> [ onn).

Teorema 2.5 (Dualidad de Poincaré). El morfismo Hp (M) — H!~*(M)* inducido
por el pairing es un isomorfismo.

Demostracion. La idea es exactamente la misma que para el teorema anterior. Po-
demos aparear las sucesiones de Mayer-Vietoris para formas y para formas con
soporte compacto (ver Ejercicio 20 Practica 7) y obtenemos un diagrama conmu-
tativo
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HY (U) & HY (V) — Bl (UNV) — H (UUV) —— B W) @ HEH (V) —— HY(unv)

! ! l | |

H 7P (U e HP(V) s HEPunv) s HTPT o v)s s BEPT W) e L (v HE PR un v
y nuevamente el lema de los cinco nos dice que si el morfismo inducido por el

pairing es un isomorfismo para U,V y U NV, entonces lo es para UU V. ;Se
animan a terminarlo? |
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