Pautas para el trabajo practico

1. Formar grupos de entre dos y cuatro personas.

2. Enviar un e-mail a la direccién ecn.octave@gmail.com antes del jueves 22 de Junio,
con los datos de los integrantes del grupo (nombre y ntiimero de libreta) y con el nimero
de enunciado elegido (que no podra ser modificado).

3. La defensa del trabajo es presencial, en un laboratorio u otro lugar a determinar, y
serd entre los dias 3 y 7 de Julio, inclusive, preferentemente en horario de la practica
de la materia. No hay que entregar cédigo impreso. Se debe enviar por e-mail a la
direccién ecn.octave@gmail.com el conjunto de archivos del programa que se pide en
el enunciado, con al menos 24 horas de anticipacion a la defensa. De ser necesario, se
puede mostrar en papel todo aquello que complemente o explique la resolucién. Haremos
preguntas a cada integrante del grupo.
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Trabajo Practico N° 1: El problema de tres cuerpos.

Se quiere resolver el problema de tres cuerpos, sujetos a atracciéon gravitatoria mutua.
Para simplificar, supondremos que los cuerpos se mueven en un mismo plano. Si notamos r; =
(x;,y;) la posicion del cuerpo i-ésimo, y m; su masa (i = 1,2, 3), las ecuaciones (vectoriales)
que rigen el movimiento de los cuerpos son:

T — T2 r —7T3

|71 — 7of3 \|7”1—7”3H3’

para el primer cuerpo, y las andgolas para los otros dos. GG es la constante de gravitacion
. 3
universal, G = 0,4982ﬁKg.

a) Formular el problema como un sistema de orden uno de la forma:

Observar que deben obtenerse doce ecuaciones (z € R'?): cada una de las tres ecua-
ciones vectoriales de la forma (1) debe escribirse como dos ecuaciones escalares (una
por coordenada), y a su vez, estas ecuaciones de segundo orden se convierten en dos de
orden uno.

b) Implementar una funcién tres_cuerpos que reciba como input un vector y y las masas
my, mg, mg, y devuelva los valores de 2 = f(z).

c¢) Se desea resolver el problema para el sistema Sol (S) - Tierra (T)- Luna (L). Las masas
de estos cuerpos (en Kg) son: my = 5,97 x 10?4, my = 7,3477 x 1022 y mg = 1,9891 x
10%Y. La distancia Tierra-Sol es drg = 1,49597887 x 10'm, y la distancia Tierra-Luna:
drr, = 3,844 x 10®m. Supondremos que inicialmente el Sol se encuentra en el origen de
coordenadas, la Tierra en el punto (0,drg) y la Luna en el punto (drp, drg).
La velocidad tangencial de la Tierra en torno del Sol, en metros/dia, estd dada por
v = 2’;‘1%. Anélogamente, la velocidad de la Luna tiene dos componentes: una corres-
pondiente a la rotacién en torno al Sol, que se puede aproximar por vpg = vr, y otra
correspondiente a su rotacién entorno a la Tierra, dada por: vy = 2“;%. Asi, dadas
las posiciones iniciales asumidas, las velocidades iniciales pueden tomarse: vg = (0,0),
vr = (vr,0) y v, = (vLs, —vLr).
Definir la funcién f = @(t,z) tres_cuerpos(y,m_S,m_T,m_L) y utilizarla para co-
rrer alguno de los métodos implementados, con los valores iniciales apropiados, en un
intervalo de tiempo que abarque 365 dias.

Graficar simultdneamente, y; en funcién de x; para i = 1,2, 3. Graficar aparte las posi-
ciones de la Tierra y la Luna.
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Trabajo Practico N° 2: Problema de Poisson en un cuadrado.

Consideramos el problema de Poisson en el cuadrado unitario, dado por la ecuacién:
—Au= f(z,y) (z,y) € 2=10,1] x [0,1], (2)

con condiciones de contorno apropiadas. Podemos interpretar, por ejemplo, que u es el po-
tencial electromagnético inducido por la distribucién de cargas dada por f. De este modo,
E = —Vu es el campo eléctrico.

Considerando una malla equiespaciada de paso h en ambas coordenadas, el problema se
puede discretizar como:

D Wigry = 2t Ui Wigen — 2Ui Ui

h? h?

= f(z,v) (3)
donde w; ; ~ u(z;,y;).

Ejercicio 1 Escribir un programa que resuelva el problema con condiciones de contorno Di-
richlet homogéneas: u|gqg = 0. Probarlo utilizando como fuentes:

= f(z,y) = sen(mx) sen(my),
= Una carga puntual dada por:

f(:r,y)z{ %

_ 1 1
x_§7y_§
S1 1NO.

» Una carga distribuida a lo largo del segmento central:

1 1

ren={ 4 5E

sl no.

Graficar el potencial u y el campo generando E. Para ello, calcular E sobre todos los nodos
interiores de la malla utilizando diferencias centradas en u. Estudiar el comando quiver.

Ejercicio 2 Para simular una pila consideramos el problema (2) con fuente nula y datos de
contorno dados por condiciones de Newmann en dos caras opuestas:

us(0,y) = ug(1,y) =0 ¥y,
y condiciones de Dirichlet que representen una diferencia de potencial en las otras dos caras:
uw(z,0) =0, wu(zr,1)=1, V.

Implementar un programa que tenga en cuenta estas condiciones y grafique el campo
resultante.
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Trabajo Practico N° 3: Resonancia de la cuerda vibrante.

El problema de la oscilacién de una cuerda fija en sus extremos, con un forzante f, puede
ser descripto, al menos para pequenas elongaciones, por la ecuaciéon de ondas con condicion
de contorno:

u(x,t) = aug,(x,t) + f(z,t) z€Q=10,1,t>0
(1)
u(0) =u(l) =0
Los datos iniciales adecuados son, por ejemplo, la posicién inicial de la cuerda y su velocidad
inicial. Sin pérdida de generalidad supondremos que o = 1.

Resolviendo el problema con f = 0, por el método de separaciéon de variables, se buscan

soluciones de la forma U(t,z) = T'(t)Z(x); de modo que

T//(t) _ Z//(x)
T(t) Z(x)

para alguna constante A. Usando las condiciones de contorno, tenemos que
Z(0)=2(1)=0

es decir que A es un autovalor de la ecuacion de Laplace con datos de contorno Dirichlet
homogéneo
7" —NZ =0 x€l0,1] @)
Z(0)=2(1) =0
Se sabe que la ecuacién (2) tiene una sucesién de autovalores negativos {\, },, con correspon-

dientes autofunciones Z,(x) y que A\, — —oo cuando n — +o00. La correspondiente funcién
T,, es una solucion de la ecuacién

T" -\, T =0
Si A\, = —w? resulta que T),(t) = a, cos(wnt) + by, sin(w,t), y de este modo, las soluciones de
(1) son de la forma
ut,z) =Y (an cos(wnt) + by sin(wnt)) Z, (x) (3)
n=1

donde los valores a,, y b, se obtienen a partir de las condiciones iniciales. A los autovalores A,
se los llama los modos normales de oscilacion.

Ejercicio 1 Calcular los autovalores y las autofunciones del laplaciano. Para ello, considerar
una discretizacién del dominio €2 = [0, 1] con una malla x; =i/N,0<: < N .

Llamando h = 1/N se obtiene el siguiente esquema, sobre la malla introducida, para
aproximar la ecuacién (2).

Zit1 — 22 + %1
72




Reescribir esto como un problema lineal Az = Az. Y resolver numéricamente. Graficar los 9
primeros autovectores (aproximaciones de las autofunciones). (Consultar la documentacién de
los comandos eig, eigs y subplot).

Finalmente, se desea resolver el problema (1), considerando datos iniciales:

u(z,0) = g(x),
ug(z,0) =0. ’

y forzante dado por una funcién periédica de la forma: cos(wt)v(z). Cuando la frecuencia
de oscilacion w se corresponde con un autovalor del laplaciano se produce el fenémeno de
resonancia: como la frecuencia del forzante coincide con una frecuencia propia de la cuerda,
la oscilacién se hace cada vez mas grande.
Discretizando la ecuacion en un esquema explicito se obtiene:
wf T = 2uf T gy = 20

n

dt? h2 Jo

donde u} es la aproximacién de u(w;,t,) y fi' = f(x;,t,). La solucién a tiempo cero se conoce
por el dato inicial. La condicion inicial en la derivada respecto del tiempo permite plantear
una ecuacion adicional

u? — uj_l = dt uy(xj, 1)

de la cual despejar el valor de uj’l.

Ejercicio 2 Teniendo en cuenta las condiciones de contorno, escribir el sistema lineal que
debe resolverse en cada iteracién para calcular ™! en funcién de ™, v~ y f™. Implementar
un programa que resuelva el problema y grafique la evolucion de la solucién en funcién del
tiempo, aprovechando los comandos pause y drawnow.

Resolver considerando f(z,t) = cos(1/|\|t)v(z), donde A y v son un autovalor del lapla-
ciano y su correspondiente autovector, calculados con el programa del ejercicio anterior. En
principio considerar g = 0. Observar qué sucede, por ejemplo, cuando se toma g igual al primer
autovector del laplaciano (multiplicado por 0,1) y v el tercer autovector. Resolver también con
dato inicial g(z) = 0,1z(1 — x).
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Trabajo Practico N° 4: Ecuacion del calor en un cuadrado.
Consideramos el problema del calor en el cuadrado unitario, dado por la ecuacion:
ur = aAu+ f(x,y,t) (x,y) € Q=][0,1] x [0, 1], (1)
con condiciones de contorno v = 0 en 0f2, y dato inicial:

u(z,y,0) = g(z,y)

Considerando una malla equiespaciada de paso h en ambas coordenadas, el problema se
puede discretizar mediante el esquema implicito:
™t — uﬂ+1. — 2un+1 + unjl. unfl — 2un+1 + un+_1
=« Z+17.] [2¥) 1 11] + o 11.7+1 [2¥) [2¥) 1 _|_ f(x y t) (2)
At h? h? Y

donde U?J ~ u(x;, Ys, tn).

Ejercicio 1 Escribir un programa que resuelva el problema con condiciones de contorno Di-
richlet homogéneas: u|sq = 0. Probarlo utilizando una fuente nula, y cambiando el pardmetro
a y el dato inicial g. ;Qué se observa?

Fijar a y, tomando g = 0, probar distintas fuentes. Por ejemplo, fuentes constantes en el
tiempo:

» fi(z,y) = sen(mx) sen(my),

1 31(y).-

44

= fo(z,y) = xp,8(2)x

44

Fuentes que actien durante un tiempo determinado y se apaguen:
» f3(x,y,t) = sen(mx) sen(Ty)X0,1]¢)
w fu(z,y,t) = X[i,g](@X[i,g](?J)X[OJ](t)

O fuentes que varien en el espacio y el tiempo:
» f5(x,y,t) = sen(mwx) sen(my)(sen(t) + 1),

v fo(z,y,t) = X[i,%}(l’)X[l 1 (y>X[2(n—1),2n—1](t) + X

42
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Trabajo Practico N° 5: Ajuste de formas geométricas.

En muchas aplicaciones es necesario resumir un conjunto de datos con una primitiva
geométrica. Consideremos, por ejemplo, el caso de un circulo. Imaginemos la siguiente si-
tuacién. Un robot provisto de un palpador puede obtener una serie de puntos sobre una
circunferencia de eje cilindrico, que puede estar afectado por desgaste o mala alineacion. Se
desea entonces calcular el radio y la posicion del centro de su base a los datos medidos.

Una idea simple es la siguiente. Un circulo de centro (zg, o) y radio r estd descripto por
la ecuacion (x — )%+ (y —yo)? = r?. Desarrollando: z° — 2zxo+ 22 +vy> —2yyo+y2 = 1> &
2xx0 + 2yyo + (r? — 2 — yd) = 2? + 42

Si disponemos de N datos (z;,v;), ¢ = 1,..., N, esperariamos encontrar valores g, 4o y 7
tales que se cumplen las N ecuaciones

2a;w0 + 2yiyo + (17 — x5 — yg) = aF + v; -

Este problema no tiene solucién, pero podemos pensarlo en el sentido de cuadrados minimos:
Hallar A, B,C tales que z,A + y;B + C = z? +4?, i = 1,...,N (en el sentido de que
Zfil(xiA +y:B + C — (2? + y?))? sea minima). Este problema siempre tiene solucién, y
luego podemos interpretar: A = 2xy (= 1o = A/2), B =2yy (= yo = B/2), C =r? + 2% + ?

(=r=,/C—4 _ B

Ejercicio 1 Implementar esta idea en Octave, de modo que acepte una matriz de N pares
(x;,y;) v devuelva los pardmetros de la circunferencia.

Ejercicio 2 Chequear el programa anterior con datos generados segun:

a) circulos completos, sin ruido
b) circulos completos, con ruido aleatorio

c¢) un arco de circunferencia de amplitud 0 < a < 27. ;Qué pasa para « chico (del orden
de /4, por ejemplo)?

El abordaje anterior es lo que se llama “ajuste algebraico”. Son los cuadrados de los
residuos de la representacion algebraica de la figura geométrica los que se minimizan, y no la
distancia cuadratica a la curva.

Ejercicio 3 Para implementar un “ajuste geométrico”, se desea minimizar

N
59(1’0, Yo, ’T’) = Z d?(IOa Yo, T)a
=1

donde d;(xg,yo, ) es la distancia del punto (z;,y;) al circulo de parametros zg, yo, 7.



a)

Para resolver el problema, y estimar los valores xg,yo,r, utilizaremos el método de
Newton para minimizar €,. El método de Newton esta dado por:

UkJrl — Uk _ H(Uk)flvgg(vk)’

donde H (v) es la matriz hessiana de ¢, evaluada en v. Se puede tomar como valor inicial,
por ejemplo v° = [v?, 09, 03], donde (v),09) es el punto promedio de los datos, y v3 es
el promedio de las distancias a ese centro.

Implementar un programa que reciba como input una funcién f y un punto z y calcule
el vector gradiente de f evaluado en z, y un programa que calcule el hessiano de f

evaluado en z. Ambos utilizando diferencias forward.

Chequear el comportamiento del ajuste geométrico, con los valores de g, yo v 7 por el
método de Newton, sobre datos similares a los anteriores.



