SEPARACION DE VARIABLES EN UN CUADRADO Y ANALISIS DE LA
SOLUCION

ARIEL M. SALORT

1. ECUACION DE LAPLACE

Queremos buscar una solucién del siguiente problema sobre D = (0,7) x (0, )

Au=0 enD
u(z,0) = f(x)
(1.1) w(z,m) =0
u(ﬂ-’y) =0
u(0,y) = 0.

Sobre la funcién f no asumimos nada. Luego, dependiendo del tipo de regularidad que querramos que
tenga la solucién, vamos a pedirle a f que cumpla ciertas condiciones.

Observar que si sobre el borde del cuadrado tuviéramos u(x,0) = f1(z), u(z,7) = fo(x), u(m,y) =
f3(y), u(0,y) = f4(y), utilizando el principio de superposicién, la solucién se escribird como la suma de
cuatro soluciones de problemas del tipo correspondientes a dejar una sola funcién y poner cero en
las demaés.

Por solucién clasica de esta ecuacién entendemos que u € C*(D) N C([0, 7] x [0,7]) y u resuelve (L.1)).

Busquemos una solucién no nula separando variables. Proponemos una solucién de la forma

u(z,y) = X(2)Y ().
Este planteo se va a poder hacer solo para ciertas configuraciones del dominio (rectdngulos, circunferencias
o anillos, entre otras).
Entonces,
0= Au=X"(2)Y (y) + X (2)Y"(y).
Consecuentemente, agrupando las funciones que dependen de la misma variable obtenemos
X"(=z) _ Y'(y)
X(x) Y(y)
para alguna constante A\, ya que cada uno de los términos depende exclusivamente de una sola variable.
Quedan determinadas las siguientes ecuaciones
X"(x) = AX(x)=0 en (0,7)
Y'(y)+AY(y) =0 en (0,m).

=A

Por otro lado u(7,y) = 0 nos dice que X (7)Y (y) = 0 para todo y € (0, 7), de donde sigue que X () = 0.
Similarmente tenemos que X (0) = 0y que Y (7)) = 0. Quedan asi las siguientes dos ecuaciones ordinarias

X"(z) = AX(z)=0 en (0,7), Y"'(y) + XY (y) =0 en (0,7).
X(0)=X(r)=0 Y(r) =0.

Resolvemos primero la que involucra a la funciéon X pues tenemos méas informacién de lo que ocurre en
el borde. Su polinomio caracterfstico es P(w) = w? — A, por lo que las raices son w = +V/\.

Si A > 0 se obtiene que w = c1eV 4 ce= VA7, De X (0) = 0 obtenemos que ¢; = —¢z. De X(7) =0
obtenemos que cl(eﬁ” — e‘/j‘”) =0,y asf ¢; = 0 (ya que la resta de las exponenciales es un nimero no
nulo). Obtuvimos de esta manera que X (z) = 0. No nos sirve.

Si A =0 se obtiene que X" (z) = 0 de donde X'(z) = ¢1 y X(z) = c12 + ¢2. Ahora, X(0) =0=co2 y
X(m) =0=cym, lo que da de nuevo X (z) = 0. No nos sirve.

El tinico caso donde hay soluciones no triviales es cuando A < 0. En ese caso las soluciones se escriben
de la forma

X (z) = ¢1 cos(V=Ax) 4 cosin(v/—Az)
1
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para ciertas constantes c; y co.
Consideramos las condiciones de borde: de 0 = X (0) obtenemos que ¢; = 0, por lo que al aplicar

0 = X (7) obtenemos
0 = ¢y sin(v/=Ar).
La solucién serd no trivial si sin(v/—A7) = 0, esto es, v/—\ = k para k € N. Luego, A\, = —k%. Las
soluciones son de la forma
Xi(x) =sin(kz) keN.

Ahora pasamos a revolver la otra ecuacién. Sabemos que debe ser A = A\, = —k2, por lo que la
ecuacion de Y se convierte en

Y"(y) = k*Y(y) =0 en (0,).
Y(m)=0

El polinomio caracteristico ahora es Py (w) = w? — k2, y las soluciones vienen dadas por
Yi(y) = c1e™ + coe
para ciertas constantes ¢; y co. Considerando la condiciéon de contorno vemos que
0=Y(n) = c1€F™ + cqe kT

y entonces
_ 2km
Cy = —(C1€ .
Por lo tanto

k(y—m) _ o=k(y—m)
Yily) = ereh™ — eeme = ¢ ehm 26 = ¢ sinh(k(y — m)).

Obtuvimos que para cada k € N
ug(z,y) = Xp(2)Yi(y) = sin(kx) sinh(k(y — 7))

es una solucién del problema
Aup, =0 enD

ug(z,m) =0
’U,k(ﬂ', y) =0

Como queremos una solucién de (1.1]) proponemos una combinacién lineal infinita de la forma

y) = Z ¢ sin(kx) sinh(k(y — 7))

k=1
donde los coeficientes ¢y los elegimos de manera de que

f(z) = u(x,0) Z cx sinh(—km) sin(kx).
k=1

Para ello debemos escribir a f en serie de senos. Si f es impar (i.e., f(z) = —f(—x)) esto es posible. En
caso contrario consideramos la extensién impar de f:

. _{f(:c) siz € [0,7]
—f(—xz) six € [—m,0].

(obviamente f]| (0,x] = f). Sila serie asociada a fes

= Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=0

entonces
s

Tay = f(x)cos(kz)dz =0, nby = f(z) sin(kx)dx = 2/ f(z) sin(kz)dx.
-7 -7 0
De esta manera, debemos pedir que by, = ¢ sinh(—kw)). Finalmente, “la” solucién del problema (1.1
serd

Z smh sm(kx) sinh(k Zuk x,y).
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(Puede probarse que esa es la tinica solucién de (1.1]).)

1.1. Convergencia y continuidad de la solucién. Veamos que si la funcién f es integrable entonces
la serie infinita converge uniformemente en (yo, 7| donde 0 < yo < 7 es arbitrario. Para ello utilizaremos
el test M de Weierestrass comparandola con alguna serie numérica conveniente que converja. Pidamos
que f € L([0,7]). En este caso los coeficientes de Fourier estdan acotados:

2 (" 2
el < 2 [ If@)ide = 2171

Veamos que esto implica que los sumandos de u estan acotados. Como el sinh es impar, tenemos que

i )l < lanl | = F o) sinh (k)

1
‘g Lis
T

y ademas

(ek(ﬂ'—y) _ e—k(ﬂ—y)) ek)(ﬂ'fy) 1— 672k(7r7y)
%(ek‘n' _ e—k)ﬂ')

kgl e~ 2k(r—y)

1
|2 _

ekﬂ' 1— e—2k7r

sinh(k(m — y)) '
sinh(km))

< e kyo

=e 1_ ¢ 2kr =

pues e FY < kY0 para yp > 0, y —e 2F(7Y) < 72k pues 1 < e2FY,
Consecuentemente,

1. -
lug(z,y)] < =||fllie™ "0 = Ce Fv.
m

Ahora hacemos uso del test M (recordemos que este criterio da la convergencia uniforme de una serie
infinita: si |fx] < My para todo k, con M}, constantes positivas, entonces si > M converge, tenemos
que Y fi converge uniformemente. En particular si las fi son continuas, la serie converge a una funcién
continua).

Como
N

e kYo — Z(e*yo)k < 00

k=1 k=1

M=

podemos afirmar que la solucién u que encontramos es continua y converge uniformemente en [0, 7] x
(yo, 7], y como 0 < yo es arbitrario, lo es en [0, 7] x (0,7]. Es més, en ese mismo intervalo, como los uy
son funciones continuas, también lo serd wu.

1.2. Diferenciabilidad de la solucién. Para ver esto tenemos que estudiar la convergencia de las
sumas asociadas a Uy, Uy, Ugy, Uyy en [0, 7] x (0, 7]. Veamos que ocurre para u,(x,y). Derivando término
a término obtenemos

sinh(—km

Uy (x,y) = Z _ ke cos(kx) sinh(k(y — 7)) := Z v (x,y).
= sinh(=km) =

Similarmente al caso anterior tenemos que para y > yo > 0

sinh(k(m —

y)) —k
< < Yo
[ (@, y)] < Fla] sinh (k) ‘ < Che

Como Y~ ke %90 < 0o, existe una g € C([0, 7] X (yo,7]) tal que
ug(z,y) — g(z,y) uniformemente en [0, 7] X (yo, 7.

Por otro lado vimos que la suma de u(x,y) converge uniformemente en [0, 7] X (yo,7]. Luego existe u, y
uy = g en [0,7] X (yo, 7).

De manera similar se prueba que las sumas asociadas a las derivadas uy, Uzy, Uye ¥ Uyy convergen
uniformemente en [0, 7] x (yo,7]. De ahi deducimos que la solucién u € C?([0,7] x (yo,7]). Como la
eleccion del yg es arbitraria tenemos que

u € C?([0,7] x (0, 7]).
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1.3. Convergencia L? de la solucién. Veamos que si f € L?([0,7]) entonces u(z,y) — f(x) en

L3([0,7]) si y — 0. Es decir, tenemos convergencia hasta el borde en norma L?. Hemos dicho antes
que que

u(z,y) = ; bmh(biikﬂr)) sinh(k(y — m)) sin(kx)

f@) =" besin(kz)
k=1

entonces la ortogonalidad (o igualdad de Parceval, i.e., si f = Y aj, cos(kz) + by sin(kx) entonces || f||3 =
>~ a2 +b?) nos dice que

oo 3 2
u(y) = Fll2(rm)) = kz_l by sin(kz) (W - 1)

L2([—m,7])
_ Ny (SR )Y
_k:1bk( sinh (k) 1)
N (snhk—y) )P, S g (sinhk(r—u)
<2 (M) X (M )

donde M es un entero positivo.

& Acotamos la segunda suma utilizando el hecho que Y72 ,, ai es tan chico como querramos a partir
de cierto valor M, por ser la cola de una serie convergente; junto con el hecho de que el paréntesis que
estd elevado al cuadrado estd acotado.

La primera afirmacién sigue de que f es de cuadrado integrable (por estar en L?). La desigualdad de

Bessel nos asegura que
o0
E by < o0
k=1

entonces dado € > 0 existe M > 0 tal que la cola de la serie se acota

o0

Zbi§ﬁ~

k=M
La segunda afirmacién sigue de
sinh(k(m — y)) sinh(k(m — y))
sinh (k) sinh (k)
Consecuentemente, la segunda suma esta acotada por

[eS) . ) .
Z%(W-l) SczbiﬁCe.

k=M k=M

‘+1§e’w+1§1+1—a

& Veamos que también estd acotada la primera suma. Para ello encontramos una cota para cada k
fijo, y como los sumandos son una cantidad finita (pues M lo es), la suma puede ser acotada.
Observemos que para 1 < k < M fijo tenemos que

sinh(k(m —y))
sinh (k)
por lo tanto para cada 1 < k < M existe un 0y tal que si |y| < dj se cumple

sinh(k(w —
W - 1‘ < Ve
Tomando 6 = mini<g<ar—1 9% y |y| < 0 tenemos que
sinh(k(7m — y))

—1’—>0, siy — 0,

(k)| < Ve paals<ks M-l
S11 s
y asi
M—1 . 2 M-1 5
sinh(k(m — y)) 9
2 b " sinh(km) 1 <) bie< Nl | €< Ce
k=1 Pt
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Juntando las desigualdades para las dos sumas sigue que
[u(.,y) — flla < Ce sify| <o
y asi
u(z,y) — f(x) en L*([0,7]) cuando y — 0.

1.4. Continuidad hasta el borde. Finalmente, veamos que si f’ € L?([0,7]) con f(0) = f(7) =0,
entonces u es continua hasta el borde

oo

u(z,y) = ; smh(bfkﬂr)) sinh(k(y — 7)) sin(kz) := kz::l uj,

y podemos acotar

sinh(k(y — 7))
sinh(—km)

Como f" € L2([0,7]), y £(0) = f(x) = 0, derivando término a término la serie de Fourier asociada a f, y

usando la desigualdad de Bessel obtenemos que

D kb < 0.
k=1

|uk| < [bx|

’ < |brle 2R < b

Entonces,

<X < (S50 (Semr) <o
k=1 k=1 k=1 k=1

para todo (x,y) en [0, 7] X [0, 7] (observar que ahora y puede ser 0). Consecuentemente, por el test M, la
suma de u converge uniformemente en [0, 7] x [0, 7] a una funcién continua.
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