Ecuaciones Diferenciales - 1° cuatrimestre 2017
PrAcTICA 5 — ECUACION DEL CALOR

1. Sea u una solucién regular de uy — Au =0 en R™ x (0, +00).

(a)
(b)

Mostrar que uy(z,t) = u(Ar, \2t) también resuelve la ecuacién del calor para cada A € R.

Mostrar que v(z,t) = x - Vu(z,t) + 2tu(z,t) también resuelve la ecuacién del calor.

2. Verificar las siguientes afirmaciones indicando en cada caso las hipétesis de regularidad sobre u necesarias para
su validez.

(a)
(b)

(b)

Combinaciones lineales: Si uy y ue son funciones caldricas, entonces au; + Sus es caldrica.

Traslaciones: Si u(x,t) es caldrica, entonces u(x — &, ¢t — 7) es caldrica.

Diferenciacidn respecto a pardmetros: Si u(x,t, «) es caldrica para cada «, entonces %(m,t,a) es caldrica
para cada a.

L . . ‘o b -
Integracion respecto a pardmetros: Si u(x,t,«) es caldrica para cada «, entonces fa u(z,t, a)da es caldrica.

) L, . .. | 4m ..
Diferenciacion respecto a x y t: Si u(x,t) es caldrica, entonces 2——%(z. ) es calérica.
J ) Dz ot )

Integracion respecto x y t: Si u(z,t) es caldrica, n = 1, entonces f;o u(&,t)d€ es caldrica si uz(xg,t) =0y
fat u(zx, 7)dr es caldrica si u(x,a) = 0.
Convoluciones: Si u(x,t) es caldrica, entonces [u(x —&,t)p(£)dE y f: u(x,t — 7)p(7)dr son caldricas.

Si ¢ = ¢(z,t), = € R3, t > 0, es una solucién con simetrfa esférica de la ecuacién del calor en R? (i.e.
¢(z,t) = w(|z],t) con w: RE — R), entonces ¢ satisface

2
(ZSM—F;(bT:gbt t>0, r>0. (1)

Mostrar que la ecuacién (1) puede reducirse mediante el cambio ¥ = r¢ a la ecuacién del calor unidimen-
sional.

4. Para ¢ =1,...,n consideramos u; = u;(z,t), € R, ¢ > 0, soluciones de

{ (ul)t = (ul)xx

Probar que si definimos para x € R", ¢t > 0,

u(z,t) = uy(z1, t)us(wa, t)...un (0, t)

p() = p1(z1)p2(22)...on(Tn)

entonces u es solucién de la ecuacién del calor en R™ x (0,00) con u(z,0) = ¢(z).

5. Sea

1 T N
u(x,t)ft—av (t—ﬁ) (x e RY, t>0),

donde « y 8 son constantes.

(a) Verificar que u satisface la ecuacién del calor si y sélo si v satisface

at= @y (y) + gt~y . Du(y) + 2P Av(y) = 0,

para y = t= Pz

(b) Verificar que si 8 = 1/2, v satisface

1
av+§y~Dv+Av:0.

(¢) Verificar que si v es radial, i.e. v(y) = w(|y|) para w : R — R, entonces w satisface

1 -1
ow + §rw’ Fuw’ + Sy = 0,
r

_ _d
donde r = [y, " = £



(d) Tomar o = n/2 y hallar la solucién fundamental de la ecuacién del calor.

6. Método de similaridad.

7.

10.

11.

(a) Hallar todas las soluciones de la ecuacién del calor unidimensional que satisfacen
oz, t) = dp(Ax, \%t), VA € R.

(b) Mostrar que el método de similaridad dado en (a) también puede aplicarse a la ecuacién del calor no lineal

0 ou\ Ou 1

(a) Sea a(t) > 0 una funcién continua y sea u(x,t) una solucién regular de u; = aAu. Muestre que existe un
cambio de variables t = ¢(7) tal que U(z,7) = u(z, ¢(7)) es solucién de la ecuacién del calor.

(b) Sea b(t) € R™ continua y sea u(z,t) solucién regular de uy = Au+b- Vu. Muestre que existe un cambio de
variables © = 9 (y, t) tal que U(y,t) = u(¢(y,t),t) es solucién de la ecuacién del calor.

(c) Sea c(t) € R continua y sea u(x,t) solucién regular de u; + cu = Au. Muestre que existe ¢(t) derivable, tal
que U(z,t) = u(x,t)p(t) es solucién de la ecuacién del calor.

Principio de Duhamel

Sea u la solucion del siguiente problema

Ut — Ugy = g(x, 1) en (0,L) x (0, +00),
u(0,t) =u(L,t) =0 ent>0,
u(z,0) =0 en (0,L).

Probar que u puede ser representada en la forma

t
u(a:,t):/ D(x,t;8)ds,
0

donde ® es la solucién del problema

& — Py, =0 en (OaL) X (57+OO)7
O(0,t;8) = P(L,t;8) =0 ent>s,
O(z,s;5) = g(z, s) en (0,L).

Usar la transformada de Fourier para resolver el problema

up — kg = g(z,t), z€R t>0,
u(x70) - f(x)v r € R,
donde f y g(-,t) para cada t fijo, son funciones de S.
Mostrar que la solucién acotada de
Up — Uge = 0, x>0, t>0,
u(0,t) = 0,
u(z,0) = f(x),

viene dada por la férmula
u(e,t) = [ Gla,& 0
0

donde G(z,¢,t) = K(x — &,t) — K(x + &,t) y K es la solucién fundamental de la ecuacién del calor. (Pista:
Extender f por imparidad a —oco < 2 < 0 y resolver el problema de valores iniciales para la f extendida.)

Mostrar que la solucién acotada de

Up — Uz = O, z>0,t>0,
U(O,t) = g
u(z,0) = f(z),



12.

13.

14.

15.

16.

17.

viene dada por la férmula

uat) = [ 60 -2 [ Gt - ng(ryin,

donde G(x,&,t) = K(x — &,t) — K(x + &,t) y K es la solucién fundamental de la ecuacién del calor, si
[f@)] < Crexp {Colz™*}, 0<a<,
lg(t)| < Cit™€, O<t<e
donde C7,C5 son constantes positivas y € > 0.
Sea u(x,t) solucién del problema
{ U = Uypy, TER >0,
u(z,0) = ¢(z), z€R

dada por la convolucién de ¢ en la variable x con la solucién fundamental. Probar que si ¢ € L*(R), entonces
u(t) e LR)VE>0y

/Ru(x,t)dm:/Rgp(x)da:, vt > 0.

Sea U C R™ abierto. Notamos Ur = U x (0,T] y I'r = (U x {0}) U (0U x [0,T1]) la frontera parabdlica de Ur.
Decimos que v € C>(Ur) N C(Ur) es una subsolucién de la ecuacién del calor si

vy — Av <0en Up.

(a) Probar que

maxv = maxuv.
Ur Ir

(b) Sea ¢ : R — R un funcién suave y convexa. Probar que si u es solucién de la ecuacién del calor y v = ¢(u),
entonces v es una subsolucién.

(c) Probar que v = [Vu|? 4+ u} es una subsolucién si u es una solucién de la ecuacién del calor.
Sea Ur = U x (0,T] y sean u,, soluciones regulares del siguiente problema
(up)t —Au, = 0 enUr
U, = fn enlp,

donde I'r es la frontera parabdlica de Ur. Probar que si f, — f uniformemente en I'r, entonces existe u regular
tal que u,, — u uniformemente sobre Ur y u es solucién de

uy—Au = 0 enUr
u = f enIDp.

Sea u una solucién acotada de la ecuacién del calor en RV x (—o0,T]. Probar que u es constante. {Es cierto el
resultado si eliminamos la hipétesis que u sea acotada?

Definimos

- 8%u ~ ou
= 1] 7t b’i at )
fu= 3 ay(wet)g 0+ Do blat) g

ij=1

donde los coeficientes a;j, b; son continuos, a;; = a;; y la matriz A = (aij) es definida positiva. Dado U C R"
abierto, conexo y acotado, definimos Ur = U x (0,T] y I'r = Ur — Ur la frontera parabélica de Ur. Probar que
siu e C*Y(Ur) N C(Ur) satisface

ug — Lu=0 en Urp,

entonces

maxu = maxu.
Ur T'r

Con la notacién del ejercicio anterior, sea u € C*!(Uz) N C(Ur) la solucién de

{ut—Au = f(z) enUrp,

u = 0 en I'r.
Probar que si f <0, entonces u; < 0.

(Hint: Definir w(z,t) = u(x,t 4+ €) — u(x, t), calcular wy — Aw y aplicar el principio del méximo.)



