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1. EQUIVALENCIA DE NORMAS EN W2(€)

Recordemos que dos normas || - |1 v || - |2 definidas sobre un espacio X son
equivalentes si existen constante ¢ y ¢y tales que

cilfulli < lullz < caflully  Vu e X.

Muchas propiedades como la continuidad o la convergencia en X no cambian si se
consideran normas equivalentes.
Dado ©Q C R” se define el espacio de Sobolev

Wh(Q) = {u € L*(Q) : D*u € L*(Q), |a| < 1}

donde « es un multiindice y las derivadas son en el sentido débil. Este espacio de
de Banach con la norma

(1.1) lullfiraiy = D IDulFa),
o<1
es decir, ||UH%/V1,2(Q) = |lullz2() + IVullz2()-

El espacio WO1 2(Q) se define como la clausura de de las funciones C°(€2) en
W12(Q) con la norma anterior. Este espacio puede interpretarse como el de las
funciones u € W12(Q) tales que se anulan sobre 95).

Usando la desigualdad de Poincaré, si u € WO1 2(Q) podemos probar que que
[Vul|z2(q) es una norma equivalente en W2 ():

Hu||12/Vl=2(Q) = Hu||2L2(Q) + ||V“||2L2(Q) <(1+ CQ)HVUH%Q(Q)v

HDUH%Q(Q) < Hu||2L2(Q) + ||DU||2L2(Q) = HUH%/VlQ(Q)'

2. EQUIVALENCIA DE NORMAS EN Wj?(Q)

Recordemos que dado Q C R™ definimos W22(Q) = {u € L*(Q): D €
L?(Q2),|a| < 2}, donde a es un multifndice y las derivadas son en el sentido débil.
Este espacio es de Banach con la norma

(2.1) lullw22i) == Y 1D}
o <2

Es facil ver que una norma equivalente a (2.1) es la siguiente
(2.2) ||UHW22(Q) = Z ||D°‘u||L2(Q).

lal<2
1



2 ARIEL M. SALORT

A la clausura de de las funciones Cg°(§2) en W22(2) las denotamos W;%(Q). Se
puede interpretar al espacio W*(€2) como a las funciones u € W22(1) tales que
D%y = 0 sobre 0f2 para |af < 1.

Theorem 2.1. Dada u € Wi*(Q), |Aul|z2(q) es una norma equivalente a (2.2).

Proof. Paso 1. Veamos que la siguiente norma es equivalente a (2.2)
ulllwz2 ) = lullz2@) + IVull2@) + [[Aull 229

Para ello busquemos cotas de los sumandos de (2.2).
Cuando |a| = 1 obtenemos una cota superior haciendo:

S D ull e = Z(/Q 2) =3 ([ 9a?) = alVulzzo,
| 2\

ler|=1

1
Usando que (D> ;)2 < ® tenemos una cota inferior:

Sat
||Vu||L2(Q)=</Q |Vu|2) ( ) sz(/ﬂ u) = 3 D%l ey
=1

i= |a]=1

Cuando |«| = 2 obtenemos la siguiente cota superior:

n 1 n 1
a 2
E D u||L2(Q) = § </ u.’,Cvi.',Cj) = E (/ “ww,-xiuwj)
521 Ve “ 0

lo]=2 =1

£ (frover)' < () (L))

i,j=1

(( L) ([ 1au?) > — 0 Au oo,
1,j=1 @

1
Usando que (3 z;)2 < e a?y (X a;)2 < a2 tenemos una cota inferior:

il = ([ 182) = (/EM ) )S@/(zu)

n

n 1
SCZ (/Quiifﬂi>2 <c Z (/Q 111]) =¢ Z | D* u||L2(Q

i=1 ij=1 la]=2

[N

Asi queda probado el paso 1.
Paso 2. Veamos que la norma |||uf|| es equivalente a ||Au||z2(q).
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Observemos que si u € W2(Q) N W, *(Q) vale que

n n
||Vu||%2(ﬂ) :/ |vu|2 - Z/ Ug; Uy = _Z/ Uz,
@ =179 =179

i n 3 3
< /|uu < (/uQ) (/u2 )
i:Zl o Z Q o

i=1

< () ([ 1au) < nllo o
=1

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Poincaré obtenemos que
IVul 2y < cllAulle@)  Yu € W22(Q) N Wy (Q).

Combinando todas las desigualdades podemos escribir lo siquiente:

Nulllwz2@) = lull2@) + IVull2@) + [Aullz2 o
< (T4 Vulz) + [Aullz2) < CllAulp2(o),
y por otro lado,
[AullL> ) < llullz2@) + [Vulla ) + 1Aull2@) = [l[ulllyz2 o)

Por transitividad sigue el resultado.



