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1. TONOS DE UN TAMBOR

En octubre de 1910 se celebré en la universidad de Gottingen una serie de con-
ferencias sobre “viejos y nuevos problemas de la fisica”. Alli Hendrik Lorentz hablé
sobre el modelo matemaético que representa las vibraciones en un tambor: el de-
splazamiento vertical del parche € en la posicién (x,y) viene dado por la solucién
de una ecuacién del tipo

Uy = C(Ugg + Uyy) en £, u =0 en 0N

donde ¢ es una constante que depende del tambor y u = 0 sobre el borde del
parche ya que estd fijado al tambor. Lorentz conjeturd que si conociéramos todos
los tonos fundamentales del tambor (los autovalores de la ecuacién ), entonces
uno podria “escuchar” el area del instrumento.

Matemdticamente, si A es un autovalor (de hecho hay una sucesién infinita
{A\k}ren, numerable, creciente y no acotada de autovalores) de la ecuacién

(1.1) — (Ugg + Uyy) = Au en Q, u =0 en 01,
entonces
. 2nN(N)
1.2 1 ——— =10
(1.2) Jim — €2,

donde || es el drea del parche y N(A) es la la funcién contadora de autovalores
definida como
N(r)=#{k e N: A\ <7},

la cual nos da el niimero de autovalores menores o iguales que un valor r dado.

David Hilbert, presente en la reunién dijo que segin él, no viviria lo suficiente
para ver una prueba del resultado. Sin embargo, cuatro meses desptes, el jéven
Hermann Weyl de 25 anos, un alumno recién graduado bajo la direccién del mismo
Hilbert, probé la conjetura. Es mads, dijo que debia corregirse el factor 27 por 4.

Weyl probé que si  C R? es acotado,
4N
lim ArN(A) =19
A—00 A

Luego este resultado se generalizd a un dominio acotado 2 C R™: si consideramos
los autovalores A del laplaciano con condiciones de borde Dirichlet, i.e.,

(1.3) —Au=Auen Q, u =0 en 01,

entonces

(1.4) lim Y <4”2> = |9

A—=00  Wp A
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donde || es el volumen n—dimensional de Q y w,, es la medida de la bola unitaria
en R™.

Observar que de la definicién de N(r) sigue que si A\; es el k—ésimo autovalor
de 7 entonces N(\g) =k, y puede reescribirse como

)\k 47‘(‘2
1.5 li =
(1.5) koo K2/m (w2
es decir, nos da el comportamiento asintdtico de los autovalores de (1.3)).

Veamos que (1.5) (y consecuentemente (|1.4)) puede ser deducida relativamente
facil en algunas configuraciones de 2. Mds precisamente, veamos que si ) = (0,a) C
R, entonces, como wy = 2, (1.5 se vuelve

Ak 472 2
im — = = —.
k—oo k2 (2]Q)2 a?
En el caso en que Q = (0,a) x (0,b) C R?, como wy = 7, (L.5) se vuelve
Ak 47 4

(1.6)

1. li = —.
(L7) koo k(7)) ab

1.1. Un segmento. Q = (0,a). En este caso tanto los autovalores como las
autofunciones de ([1.3) pueden ser encontrados explicitamente. En el problema
E2n2
(l2

de autovalores del laplaciano con condiciones Dirichlet tenemos que Ax =
or(r) = sin(k72) k € N. Se obtiene que

a

a? ~ 0 T

N(A):#{keN: k2”2<A}:#{keN:k<“ A}:aﬁ

de donde,

y asi obtenemos (1.6]),

En este caso, como los autovalores se conocen explicitos, la férmula de N()\) es
exacta.

1.2. Un rectdngulo. 2 = (0,a) x (0,b). Separando varaibles se ve que

127‘-2 j27T'2 A (ITT o j T ..
>\i7j = a2 + B2’ y @i,j(ﬂf) = Sln( a )Sln(jb )7 1] € N
y entonces
.. i’n?  §2n?
N()\)#{(z,])ENxN:aQJr 02 §)\}.

En este caso, N(X) nos estarfa dando el nimero de coordenadas enteras contenidas
en el cuarto de elipse

Es: {(x,y) € R* x R*: (\X@)Q + (%)2 < 1}

y ello es igual a contar la cantidad de cuadraditos con coordenadas enteras comple-
tamente contenidos en el cuarto de elipse.
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Como la cantidad de cuadraditos es menor que el area del cuarto de elipse ten-
emos una cota superior de N(\):

m VAa Vb _Aab _ Mérea(Q2)

. < 4 = =
(1.8) N(X) < area(Ey) YR p p

Si ahora consideramos los cuadraditos con coordenadas enteras incluyendo también
los que estédn sobre el borde de E), obtenemos una aproximacion del drea de F)
por exceso. Observar que ahora hay una cantidad de cuadraditos sobre el borde de
E\ proporcional al perfmetro de Ey, que es del orden de v/X. Tenemos

b A Q

(1.9) N(\) > area(Ey) — OV = Zi —CVA= M%a() —cV
78 I8

De (1.8) y (1.9) sigue que

A Q A Q
)\karea( )—CmgkzN(Ak)SAkarea( )
4 4
y finalmente obtenemos (1.7)):
A 4 4 Ak
lim 2F = oo 0T i.e., Mg~ il cuando k£ — oo.

koo k  ab  drea(Q)’ drea ()

1.3. Caso general. Veamos la prueba de para el caso en que ) C R™ es un
dominio acotado arbitrario.

En la prueba se utilizan algunos resutados de espacios de Sobolev que todavia
no se han visto (podemos omitir la prueba por ahora).

Theorem 1.1. Si Q es un dominio acotado en R™, entonces

2\ %
lim YA <47T> = 9.

A—=00  Wp A
donde w, es el volumen de la bola unitaria en R™. Equivalentemente,
. Ak 4m?
lim =

koo K270 (wn| Q)2

Remark 1.2. La prueba sigue utilizando el llamado “Dirichlet-Neumann bracket-
ing”: escribir €2 como una unién de cubitos de tamano conveniente y usar el hecho
de que conocemos como son asintéticamente los autovalores con condicién de borde
Dirichlet y Neumann sobre cubos.

Generalizando los calculos efectuados en el caso del rectangulo en el plano, si
Q=[0,a1] x---x[0,ay] es un parelelepipedo en R™ uno obtiene que los autovalores
del problema de Dirichlet

(1.10) — Au = Au en , u =0 en 09,

y los del problema con condicién de borde Neumann

(1.11) — Au = pu en €, u, = 0 en 01,
(donde u, es la derivada normal de u sobre 9€)) cumplen que
(1.12) Np(A) = Ny(A) = envol(QAF + o(AF),

donde Np(A) y Ny () son las funciones contadores de autovalores Dirichlet y Neu-
mann, respectivamente, y ¢, es una constante que depende solo de la dimensién n.
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De la expresién anterior sigue que los autovalores de (1.10) y (1.11) se comportan
asintéticamente como
2

k B
) cuando k — oo.

~ )\ ~ _
Kk ¥ (cnvol(Q)

Proof. Dividimos la prueba en dos pasos.

e Primero asumamos que {2 es una union finita de cubos, 2 = U;c;Q;. Consider-
amos las sucesiones de autovalores con condiciones de borde Dirichlet y Neumann
en los cubitos, {Ax(Qi)}ri ¥y {1k(Qi)} ki, vy los ordenamos en dos sucesiones {Ax}
y {fir}r de manera de que \y < Ao < ...y g < fin <.

Definimos los espacios
HY Q) ={uc L*(Q): ulg, € H}(Q:)Vi},  HYQ) ={uecL*Q):u
Entonces valen las siguientes inclusiones

HYNQ) C HY(Q) c H'(Q) c HY(Q).

Q: € Hl(Qz)vZ}

La formulacién variacional de los autovalores {\;}x v {fix }x permite afirmar que
(1.13) fie < i < A < A = Ni(t) < Nat) < Nou(t) < Na(t).
La estimacién ([1.12)) nos da que

Nx(t) = D" Naa(t) = ent® 3" vol(Qy) + o(t%) = ext vol(Q) + o(tF),
i€l el

Na(t) =3 Nua(t) = exA® 3" vol(Q:) + o(AF) = ext Fvol(Q) + o(tF),
icl iel

y asi, junto con (1.13)), obtenemos la férmula asintdtica para uniones finitas de
rectangulos

N N
2 2

entZvol(Q) + o(t7) < Ny(t) < N,(t) < ent® vol(R) + o(t

).
e Ahora sea Q C RY un dominio acotado cualquiera. Dado cualquier ¢ > 0,
existen uniones finitas de rectangulos Q1 y - tales que
Q1 C QC D, y vol(22\ ) < e.
La monotonia de los autovalores respecto al dominio nos da que
An(Q22) < An(Q) A (1) = Ny, (t) < Nxalt) < Nao, ().

Entonces tenemos que

Nyt N t
lim sup )‘2( ) < lim sup #2() = cyvol(22) < en(vol(2) + ),
t—o0 t=2 t—o0 t=2
' (t) ®)
.. Nyt Ny ()
htrgg)lf T < hglolgf 5 - envol(©21) < en(vol(R2) —e).

Como ¢ es arbitrario, sigue que

N
lim 7)"2@)

t—o00 t2

= cyvol(2).
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