CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2017

PRACTICA 7: SERIES DE FUNCIONES Y CONVERGENCIA UNIFORME

Series en espacios normados

Ejercicio 1. Sea E un espacio normado, sean (Tn)n>1 € (Yn)n>1 sucesiones de E tales que las series
Yon>1Tn Y 2 on>1 Yn convergen, y sea A € K.

i) La serie anl(l“n + yn) converge a ZnZl Ty + anl Yn-

ii) La serie ), 4 Az, converge a A" - Ty.

Ejercicio 2. Sea B un espacio de Banach y sea (a)n>1 una sucesién en B tal que }_, -, an converge
absolutamente. Si 0 : N — N es una funcién biyectiva, entonces la serie ), -, Ag(n) converge al mismo
limite. -

Convergencia uniforme

Ejercicio 3. Sea X un espacio métrico y sea A un conjunto. Sea (f,)n>1 una sucesién de funciones
A — X ysea f: A— X. Entonces (fn)n>1 no converge uniformemente a f sobre A sii existen a > 0,
una subsucesion (fy, )r>1 de (fn)n>1 y una sucesion (aj)r>1 en A tales que d(fy, (ax), f(ax)) > « para
todo k£ € N.

Ejercicio 4.

i) Encuentre el limite puntual de la sucesién (fy)n>1 de funciones reales definidas sobre A C R en
cada uno de los siguientes casos:

a) fn(x) =", A:(_lal];
b) fn(x) =z e, A= (17+OO)§
¢) fo(z) =n%zx(1 - 22", A=10,1].
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ii) Para la sucesién de a), pruebe que la convergencia es uniforme sobre (0, 5

es uniforme sobre [2, 5].

), y para la de b), que
iii) ;Es uniforme la convergencia de la sucesién c¢) sobre A?

Ejercicio 5. Analice la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de funciones

(fr)nz1:
i) fo(x) = n~!sinnx, definida en R;
i r) = sin 7, definida en R;

) ful
iii) fo(z,y) = ;17 (2,y), definida en R? con valores en R?;
) ful

Jn
f

iv) fu(z) = (1+ 1)z, definidas en [0,1];



V) fulx) = definidas en [0, 1].

%, six € Q6 x=0;
b+1i siz=%y(a,b)=1;

vi) fn(2) = 2™, definidas en {z € C: |z| < 1}.

Ejercicio 6. Sea X un conjunto y sea B(X) el conjunto de las funciones X — C que son acotadas.
Sea (fn)n>1 una sucesién en B(X).

i) Si (fn)n>1 converge puntualmente a una funcién f: X — C, jes cierto que f € B(X)?
ii) Si (fn)n>1 converge uniforme a f : X — C, entonces f € B(X).

iii) La sucesién (fn)n>1 converge uniformemente a una funcién acotada f : X — C sii (fn)n>1
converge a f en (B(X),dx).

iv) Si (fn)n>1 converge uniformemente en X, entonces existe M > 0 tal que |f,(x)| < M para todo
z € X y todo n € N. En otras palabras, la sucesion (f,),>1 es uniformemente acotada.

Ejercicio 7. La sucesién de funciones f,, : R — R tales que

T z(2? 4+ 1)
S 1422 14 (n+1)%a?

para cada z € R, converge puntualmente pero no uniformemente a una funcién continua.

Ejercicio 8. Estudie la convergencia puntual y uniforme de las sucesiones (f,)n>1y (f})n>1 en [0,1],

nx2

con fn(x) = Thra?-

Ejercicio 9. Sea X un espacio métrico y sea (fy)n>1 una sucesién de funciones X — R uniformemente
continuas que converge uniformemente a una funcién f : X — R. Estudie la continuidad uniforme

de f.

Ejercicio 10. Sea X un espacio métrico y sean (f,)n>1y (gn)n>1 dos sucesiones de funciones X — R
que convergen uniformemente sobre X a f y a g, respectivamente.

i) La sucesion (fp + gn)n>1 converge uniformemente a f 4 g sobre X.

ii) Si ambas sucesiones estan uniformemente acotadas, entonces (f,gn)n>1 converge uniformemente
a fg.

Ejercicio 11. Sea X un espacio métrico compacto y sea A un conjunto. Si (f,),>1 es una sucesién
de funciones continuas X — R que converge uniformemente a f : X — R, y si (gn)n>1 €s una sucesion
de funciones que converge uniformemente a una funcién g : A — X, entonces la sucesion (fp © gn)n>1
de funciones A — R converge uniformemente a f o g.

Ejercicio 12. (Teorema de Dini) Sea X un espacio métrico compacto y sea (f,)n,>1 una sucesion de
funciones continuas X — R tales que

v fu(x) > fry1(x) para todo z € X y todon € N,y



» (fn)n>1 converge puntualmente a una funcién f : X — R que es continua.

Entonces (f,)n>1 converge uniformemente a f en X.

Ejercicio 13. Sea X un espacio métrico compacto, sea (f,)n>1 una sucesién de funciones continuas
X — Rysea f: X — R una funcién continua. Entonces (fy,),>1 converge uniformemente a f sii para
toda sucesién (z,)n>1 en X que converge la sucesion (fy,(z))n>1 converge en R a f(limy, o0 Tn).

Equicontinuidad

Ejercicio 14. Sean X e Y espacios métricos. Una familia F de funciones X — Y es equicontinua
en rg € X si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

d(xax()) <0 = Vf € ]:a d(f(x)af($0)) <e&.
i) Cualquier familia finita de funciones X — Y continuas en zy € X es equicontinua en xg.

ii) Sea B(X,Y) el conjunto de todas las funciones X — Y que son acotadas. Si F C B(X,Y) es una
familia equicontinua, entonces F también es equicontinua.

Supongamos desde ahora que X es compacto.
a) Si F es una familia equicontinua de funciones X — Y, entonces F es uniformemente equicontinua.

b) Si (fn)n>1 es una sucesién de funciones continuas X — Y que converge uniformemente en X,
entonces {f, : n > 1} es una familia equicontinua.

¢) Si (fn)n>1 es una sucesién de funciones X — Y uniformemente equicontinua que converge pun-
tualmente a f : X — Y, entonces esa convergencia es uniformemente en X.

Ejercicio 15. Sea (f)n>1 una sucesién de funciones [a, b] — R integrables y uniformemente acotadas
y para cada n > 1 sea F), : [a,b] — R tal que

Fu(z) = / " @) da

para cada x € [a,b]. Entonces la sucesién (F),),>1 posee una subsucesion que converge uniformemente
sobre [a, b].

Series de funciones

Ejercicio 16. Sea X un espacio métrico y sea (f,)n,>1 una sucesién de funciones continuas X — R
tal que >, ~; fn converge uniformemente en X.

i) La funcién suma f =) - f, es continua en X.

ii) Si X = [a, b], entonces fabf(x) dr =351 f; fn(x) da.



Ejercicio 17. (Criterio de Weierstrass) Sea X un espacio métrico, sea (Mp),>1 una sucesién de
nimeros reales y sea (fp)n>1 una sucesién de funciones X — R tales que |f,(z)| < M, para cada
x e X ycadan>1.Si) -, M, converge, entonces ) -, fn converge absoluta y uniformente en X.

Ejercicio 18. (Funcidon ¢ de Riemann) Consideramos la funcién dada por

) =Y

n>1

para s > 1. Probar que para cada € > 0 { converge uniformemente a una funcién continua sobre el
intervalo (1 + &,4+00). Mds ain, en ese intervalo resulta derivable y es posible derivarla término a
término.

Ejercicio 19. Si (ay)n>1 es una sucesion de escalares (reales o complejos) tal que anl ay, conver-
ge absolutamente, entonces las dos series de funciones ) -, anpcosnz y ) - bysinna convergen
absoluta y uniformente en R.

Ejercicio 20.

Nk
i) Essinz = Zkzo %x%ﬂ para todo z € R y la serie converge absoluta y uniformente en todo

intervalo finito. ;Qué sucede en R?

ii) La funcién f(z) = 3,5 (%)2 estd bien definida en R y es alli continua.

Ejercicio 21. Siz € R, sea f(z) = >, 5, (1 + n2z?)~1L.

i) Determine el subconjunto de R sobre el cual esta definicién tiene sentido.

ii) jSobre qué intervalos es uniforme la convergencia?

iii) §Sobre qué intervalos no es uniforme la convergencia?

iv) ;Es f continua en su dominio?

v) (Es f acotada?



