ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2017

PrRAcCTICA 5: TEOREMA DE CAMBIO DE VARIABLES

Ejercicio 1.

(a) Probar que para cualquier funcién medible no negativa f(z,y) definida sobre R? se
cumple

/ f(z,y)dxdy = / f(rcost, rsend)rdrds.
R2 G
(b) Probar que fj;o e dy = /7.
Ejercicio 2. Sea A € R™"™ una matriz simétrica y sea @) : R™ — R la forma cuadrética
definida por Q(z) = zAzt. Probar que la funcién f(z) = e~ es integrable sobre R" si

y s6lo si todos los autovalores de A son positivos.
Probar, ademés, que en tal caso
? )
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/f_ V/det(A)
Ejercicio 3. Decimos que f : R" — R es una funcion radial si existe g : R>g — R tal

que f(z) = g(||x||). Probar que existe una constante C,, tal que para toda funcién radial
f vale que

+oo
/f(a:)d:z: = Cn/ r"Lg(r)dr.

0
Ejercicio 4. ;Para qué valores de p es ||z||P integrable sobre la bola unitaria {||z| < 1}?7
Ejercicio 5. Calcular

1

/ o dr
R (14 [l]?) 2

Ejercicio 6. Demostrar que la integral biparamétrica

1
/ 2P| log 2|7 1 da.
0

es finita si p > 0 y ¢ > 0 y expresar su valor en términos de la funcion I'.

Sugerencia: Considere el cambio de variables x = e~

Ejercicio 7. Sea A un subconjunto boreliano de R™ con la siguiente propiedad: “Para
cada v € R™ con |[v|| =1, el conjunto 4, = {t € R/ tv € A} tiene medida nula”.
Probar que A tiene medida nula.



Ejercicio 8. Sea M un conjunto convexo de R". Probar que la frontera de M tiene medida
nula y que M es medible.

Ejercicio 9.

(a) Usando el ejercicio 1), probar que

/ o lall? g — n/2

(b) Usando cambio de coordenadas polares, probar que
/ e = Cring2)

donde C), es una constante que depende sélo de n y I'(z) = fooo r* e du.

. n/2
(¢) Deducir que |B}(0)| = %, donde B} (0) = {z € R": ||z|| < 1}.

Observar que h;m |BT'(0)| = 0.

Ejercicio 10. Probar que

/ f(z)dS = "1 / f(r.zx)dsS.
dBn(0) dB7(0)



