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Por lo tanto, x1, . . . , xp son independientes xj ∼ N(0, λj ).

• En particular, si x ∼ N(0, Ip), x1, . . . , xp son i.i.d. N(0, 1).

• Si x ∼ N(µ,Σ) y A ∈ R
p×p es no singular =⇒

Ax+ b ∼ N(Aµ + b,AΣAt)
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• Si x ∼ N(0, Ip) =⇒ ϕx(t) = exp{−1
2‖t‖2}

• Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ ϕx(t) = exp{ittµ} exp{−1
2t
tΣt}

Definición 2

Se dice que x es normal multivariada si y sólo si ∀ t ∈ R
p se tiene

que ttx es normal univariada.



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

Propiedades

• Si x ∼ N(0, Ip) =⇒ ϕx(t) = exp{−1
2‖t‖2}



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

Propiedades

• Si x ∼ N(0, Ip) =⇒ ϕx(t) = exp{−1
2‖t‖2}

• Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ ϕx(t) = exp{ittµ} exp{−1
2t
tΣt}



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

Propiedades

• Si x ∼ N(0, Ip) =⇒ ϕx(t) = exp{−1
2‖t‖2}

• Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ ϕx(t) = exp{ittµ} exp{−1
2t
tΣt}

• x ∼ N(µ,Σ) ⇐⇒ atx ∼ N(atµ, atΣa), ∀a ∈ R
p



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

Propiedades

• Si x ∼ N(0, Ip) =⇒ ϕx(t) = exp{−1
2‖t‖2}

• Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ ϕx(t) = exp{ittµ} exp{−1
2t
tΣt}

• x ∼ N(µ,Σ) ⇐⇒ atx ∼ N(atµ, atΣa), ∀a ∈ R
p

• x = (x1, . . . , xp)
t ∼ N(µ,Σ) =⇒ E(x) = µ y

cov(x) = (cov(xi , xj))1≤i ,j≤p
= Σ



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

Propiedades

• Si x ∼ N(0, Ip) =⇒ ϕx(t) = exp{−1
2‖t‖2}

• Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ ϕx(t) = exp{ittµ} exp{−1
2t
tΣt}

• x ∼ N(µ,Σ) ⇐⇒ atx ∼ N(atµ, atΣa), ∀a ∈ R
p

• x = (x1, . . . , xp)
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Propiedades

Vimos que si x ∼ N(0,Σ), entonces

• x1, . . . , xp son independientes ⇐⇒ Σ es diagonal.

• xj ∼ N(0, σjj ) donde Σ = (σij)1≤i ,j≤p

El siguiente ejemplo muestra que existen vectores aleatorios
x = (x1, x2) tales que

• cov(x) = Ip.

• xj ∼ N(0, 1)

• x1 y x2 no son independientes.
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Sea x con densidad
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Propiedades

Sea x ∼ N(µ,Σ) con Σ > 0. Definamos x =

(

x(1)

x(2)

)

,

µ =

(

µ(1)

µ(2)

)

y Σ =

(

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

con x(i),µ(i) ∈ R
pi ,

Σii ∈ R
pi×pi , p1 + p2 = p.

Entonces,

a) x(1) ∼ N(µ(1),Σ11) y x(2) ∼ N(µ2,Σ22).

b) Más aún, x(1) y x(2) son independientes ⇐⇒ Σ21 = 0.

c) Dada A ∈ R
q×p, rg(A) = q =⇒ Ax ∼ N(Aµ,AΣAt)

En particular, si x ∼ N(0, Ip) y H = (h1, . . . ,hq) ∈ R
p×q, es

ortogonal incompleta, o sea, HtH = Iq, entonces

y = Htx ∼ N(0, Iq).
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Propiedades

d) Sea Σ = HΛHt, con H ortogonal y Λ = diag(λ1, . . . , λp),
λ1 ≥ . . . , λp .
Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ Ht(x− µ) ∼ N(0,Λ).
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Propiedades

d) Sea Σ = HΛHt, con H ortogonal y Λ = diag(λ1, . . . , λp),
λ1 ≥ . . . , λp .
Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ Ht(x− µ) ∼ N(0,Λ).

e) Si x ∼ N(µ,Σ) ⇐⇒ x = Az+ µ con z ∼ N(0, Ip) y
AAt = Σ.

f) Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ (x− µ)tΣ−1(x− µ) ∼ χ2
p

g) Si x ∼ N(µ,Σ) =⇒ xtΣ−1x ∼ χ2
p(δ

2) con δ2 = µtΣ−1µ
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Propiedades

Sea x ∼ N(0, σ2Ip)

y sea H1 = (h1, . . . ,hq) ∈ R
p×q ortogonal incompleta, o sea,

Ht

1H1 = Iq .

Sea H = (H1,H2) ortogonal, o sea, HtH = HHt = Ip

Entonces

a) z = Ht

1 x ∼ N(0, σ2Iq)

b) z es independiente de xtx− ztz

c)
xtx− ztz

σ2
∼ χ2

p−q
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Propiedades

• Las regiones de densidad constante son los elipsoides

(x− µ)tΣ−1(x− µ) = c2

• Si Σ = HΛHt, con H ortogonal y Λ = diag(λ1, . . . , λp),
definamos y = Htx y ν = Htµ.
Los contornos de densidad constante son los elipsoides

centrados en ν con ejes principales de longitud 2cλ
1
2
j

soportados en los autovectores, h1, . . . ,hp , o sea,

p
∑

j=1

(yj − νj)
2

λj

= c2



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.0999



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.1998



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.2997



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.3996



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.4995



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.5994



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.6993



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.7992



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.8991



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

x_1

x_
2

 1 

 4 

 9 

rho = 0.999



Definición Dimensión 2 Definición 2 Propiedades Distribución condicional Otros resultados

Teorema

Sea x ∼ N(µ,Σ) con Σ > 0. Definamos x =

(

x(1)

x(2)

)

,

µ =

(

µ(1)

µ(2)

)

y Σ =

(

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

con x(i),µ(i) ∈ R
pi ,

Σii ∈ R
pi×pi , p1 + p2 = p.

Entonces,

x(1)|x(2) = x0 ∼ N
(

µ(1) +Σ12Σ
−1
22 (x0 − µ(2)),Σ11.2

)

donde Σ11.2 = Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ21.
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Observación

• Σ11.2 = Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ21

• Σ22.1 = Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12

Σ−1 =





Σ−1
11.2 −Σ−1

11 Σ12Σ
−1
22.1

−Σ−1
22 Σ21Σ

−1
11.2 Σ−1

22.1





• β = Σ12Σ
−1
22 : la matriz de regresión de x(1) en x(2).

• Σ11.2: matriz de covarianza parcial de x(1) dado x(2)

• µ1.2 = µ(1) − βµ(2)

• x1.2 = x(1) −E
(

x(1)|x(2)
)

= x(1) −βx(2) −µ1.2 es el residuo y

cov(x1.2) = Σ11.2
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Caso q = 1

Sea x ∼ N(µ,Σ) con Σ > 0. Definamos x =

(

x1
x(2)

)

,

µ =

(

µ1

µ(2)

)

y Σ =

(

σ11 σ12

σ21 Σ22

)

con x(2),µ(2) ∈ R
p−1.

Entonces,

x1|x(2) = x0 ∼ N
(

µ1 +Σ12Σ
−1
22 (x0 − µ(2)), 1/σ11

)

donde Σ−1 = (σij)1≤i ,j≤p.
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Teorema
Sea x1, . . . xn i.i.d. xi ∼ N(0,Σ) con Σ > 0. Definamos

Xt = (x1, . . . , xn), o sea, X =







xt1
...
xtn






=

(

x(1), . . . , x(p)
)

.

Se tiene,

a) x(j) ∼ N(0, σjj In)

b) Dado a ∈ R
n, Xta =

∑n
i=1 aixi ∼ N(0, ‖a‖2Σ)

c) Dados a` = (a`,1, . . . , a`,n)
t ∈ R

n, 1 ≤ ` ≤ r con r ≤ n

ortogonales, entonces Xta` =
∑n

i=1 a`,ixi son independientes.

d) Dado b ∈ R
p, Xb =

∑p
j=1 bjx

(j) ∼ N(0, σ2
bIn)
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