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Esracro puaL, TEorREMAS DE HAHN-BANAcH, TOPOLOGIAS DUALES

En esta guia, E denota un espacio vectorial localmente convexo y po(-) = |- |lo, @ € I, denota una
familia de seminormas que define la topologia de E. Ademads E,, denota E con la topologia débil.

1. Sea ACE,y (u,), C K tal que u, — 0. Entonces

a) A es acotado si y solo si para toda sucesion (x,), C A, u,x, = 0 en E.

b) El tnico subespacio acotado de E es S = {0}.
2. Sea x € E metrizable, d la métrica inducida por las seminormas. Probar que

a) d(nx,0) < nd(x,0) para todo n € N,

b) si x, —» 0 en E, 4 una sucesion (4,), C R tal que lim,4, = +c0 y 4,x, — 0,

c¢) f: E — K lineal, es continua si y solo si manda conjuntos acotados en
conjuntos acotados, "f es acotada".

3. Sean E, F localmente convexos, sea B : E X F — K bilineal.

a) B es continua si y solo si existen p seminorma continua en E (resp. ¢
seminorma continua en F) tales que |B(x,y)| < p(x)q(y) para todo x € E,y € F.

b) St E =F = ¢ con la norma || - [, B(x,y) = 2., X,y entonces B es continua

en cada variable pero no es continua.

4. Sea S C E subespacio no denso. Entonces existe ¢ € E’, ¢ # 0 tal que ¢ [s= 0 (sug.:
usar el ejercicio del cociente de la guia 1).

5. Sea (x;); C E. Un punto y, estd en la clausura del subespacio generado por los x; si
y solo si Yo € E’ que verifique que ¢(x;) = 0 Vi, vale que ¢(yo) = 0.

6. a) Sea E normado con E’ es separable, probar que E es separable (sug.: si (¢,),
es denso en E’, tomar x, € Bg tal que |p,(x,)| = Y2||l¢,|| y ver que el subespacio
generado es denso en E).

b) Dar un ejemplo de E normado separable tal que E’ no sea separable.
7. Si g, € E" son tales que ¢y = 0, entonces ¢ =0 6 ¥ = 0.

8. Si § C E es subespacio cerrado, y tiene dimensién o codimension finita, es
complementado (con suplemento cerrado).

9. Si § C E, el anulador dES es el conjunto ST ={p e E" :p(x)=0VYxeS} Si S es
subespacio, probar que S = N{ker(p) : ¢ € S*}.

10. Sea x € E un espacio normado, ¢ € E’, |l¢|| =1, 1 € R. Probar que:

a) Si y € E, entonces |¢(y)| = dist(y, ker ¢).

b) Si H ={y e E: Rey(y) = A} entonces dist(x, H) = [Rep(x) — 4| (sug: dado
&> 0, considerar h = x — (Re p(x) — A) xo ¢(x0)~", donde x, € E es unitario tal
que ¢(xp) > 1—g).



c) Sea C C E convexo tal que H separa x de C, entonces dist(x, H) < dist(x, C).

11. Sea C C E convexo en E normado, x ¢ C, B={b € E : ||b — x|| < dist(x, C)}, ¢ € Bg/
que separa B de C, 1 = sup..- Re¢(c), H como en el ejercicio anterior.

a) Probar que dist(x, C) = dist(x, H) (sug: para todo entorno de h € H existen
puntos a ambos lados de H).

b) Si cy € C es minimizante (verifica ||x — co|| = dist(x, C)) entonces Re ¢(cy) = A.
12. Sea C c E normado con C convexo y x ¢ C. Entonces

a) co € C es minimizante para x si y solo si existe ¢ € E’ tal que

@(x = co) = llx = coll A Reg(co) = supRe¢(C).
b) Si C es un subespacio, entonces ¢ € C* = {y € E’ : y(c) = 0 Yc € C} y ademds
dist(x, C) = max Re y¥(x) = max [i(x)|
donde el maximo se toma sobre {¢ € C* : ||y|| = 1}.

13. Sean f € LP(X,u) con 1< p <ocoy S un subespacio.

a) go € S realiza la distancia a f < fx glf - golp‘IMd,u =0VgeSs.

b) f es p-ortogonal a S (o sea ||f|l, = dist(f,S)) & fx glfIP‘IWd,u =0Vges.

14. Si x € E normado entonces la norma se alcanza con una funcional del dual,
lIxll = max{|f()] : f € E, |Ifll =1}.

15. Sea E un espacio normado y S C E un subespacio. Sean xo ¢ S y denotemos
d = infyeg|lxo — yll > 0. Probar que existe ¢ € E” tal que ¢(xo) = L, |l¢ll = 1/d, ¢ |s= 0.

16. Probar que existe una funcional lineal continua ¢ : £ — R con |[|¢|| =1 tal que:

a) Sixel®y T(x)=(xg,X3,X4,...,%,...), entonces ¢(x) = (T x).
b) Si x € ¢, entonces ¢(x) = lim,_,cX;,.

c) Sixel”yx,>0VneN, entonces ¢(x) > 0.
Sug.: definir ¢ en el subespacio S ®{(1,1,...,1,...)), siendo S ={x—-T(x): x € £}.
17. Sea E un espacio normado reflexivo, ¢ € E’, § C E’ subespacio cerrado propio.

a) Probar que dx e E,x # 0 / ¢o(x) = |l¢ll [|x]].
b) Axe*S ={x € E : y(x) = 0,Yy € S} tal que ||x]| = 1, ¢(x) = dist(e, S).

18. a) Si fi,...,fu, f : E > C son lineales y N?_ ker(f;) C ker(f), entonces f € ({fi};).
b) Si f: E" — C es lineal y w*-continua, entonces dx € E tq f(¢) = ¢(x) Yo € E’.
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19. Sean x;, x € E. Probar que si x; — x entonces x; — x, y que si dim E < oo,
entonces ambas convergencias son equivalentes.
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Sean ¢;, ¢ € E’. Entonces ¢; > ¢ = ¢; — ¢ = ¢; — ¢, y si dim E < oo, las tres
convergencias son equivalentes.

Sea C C E convexo. Probar que:

a) C = Ew, donde el ultimo denota la clausura débil de C.

. w . ., . .
b) Si x, — x entonces existe una sucesion de combinaciones convexas de {x,}
que tiende fuertemente a x.

¢) Si C es balanceado y tiene interior no vacio, entonces 0 € int(C). Sug.: probar
que Y2W c C es entorno de 0 si xo + W C C es entorno de x.

Probar que si E, admite una norma continua, entonces dimk < oo,
Sea B=(\,{x€E:|xll. <1} CE.

a) Probar que B es convexo, balanceado, y que es acotado en E,.

b) Probar que si E tiene dimensién infinita, B tiene interior vacio en E,,.
En particular, la bola de un normado de dimension infinita tiene interior vacio
en la topologia débil.

Si1< p<oo,en {?, sea e" dado por ("), = ). Probar que:
a) Sil<p<oo, e”i>0,e"—/—>0.
by Sip=1¢ 50, " <50, & — 0.
Sean 1 < p < o0, x", x € {7. Entonces x" e sup,, [lx"[l, < oo A lim,Leox) = x; V.

a) Si 1< p< oo, g, ¢ € LP[0,1]. Entonces ¢, —> ¢ si y solo si
sup lgall, < oo A fgon(t) dt — f(p(t)dt Ya € [0,1].
n 0 0

b) Si ¢,(f) = sin(nnt) € L2[0,1], probar que ¢, —> 0 pero ¢, — 0.

C[0,1] es cerrado en L[0,1] en || || pero no en la topologia w".

X1+...+X,

Para cada n € N, sea ¢, : ¢co = C definida por ¢,(x) = ===

a) Probar que, Yn € N, ¢, € ¢ y calcular su norma.

b) Probar que ¢, %0 y que ¢, 5 0.
c) coD e}y D U, 2}y D ... D ey, 04)) y son todos isométricamente
isomorfos entre si. ;Ocurre lo mismo con “({p,},)?

Si T c E', el preanulador de T es el conjunto T ={xeE:px)=0VYpeT}.SiT
es subespacio probar que (+7)* =T, donde la clausura es en la topologia w*.



