ALGEBRA LINEAL Primer Cuatrimestre 2017

Practica 8 - Transformaciones autoadjuntas

1. a) Sea f € Endg(R?) definido por f(z,y,2) = (z,y,0). Hallar todos los subespacios de R? que sean
f-invariantes.

b) Sea fy € Endr(R?) la rotacién de dngulo 6, es decir determinada por e; +— (cosf,senf), ey
(—sen @, cosf). Probar que, para todo 6 # km, k € Z, fy no es diagonalizable y hallar todos los
subespacios de R? que sean fs-invariantes.

c¢) Sea § € Ry gg € Endc(C?) determinada por e; + (cosf,senf)), es — (—send, cosf). ;Es gy
diagonalizable? Hallar todos los subespacios de C? que sean gp-invariantes.

2. Sea f € Endg(V), donde V' es un K-e.v. de dimensién n, un endomorfismo nilpotente tal que f™ = 0
pero f"=1 £ 0.
a) Probar que si v ¢ Nu(f" 1), entonces para 0 < k < n se tiene que f¥(v) € Nu(f"*) pero
fE) ¢ Nu(f"*1), y que B= {v, f(v),..., f*"1(v)} es una base de V.
b) Determinar [f]g.

¢) Probar que para todo i, 0 < i < n, existe un subespacio S; de R™ de dimensién i que es
f-invariante.

d) Probar que existe un hiperplano de R™ que es f-invariante pero que no admite un complemento
f-invariante.

3. Calcular f* para cada uno de los endomorfismos siguientes:

a) f€Endr(R?), f(21,22) = (3x1 + 2, —21 + 22)
b) f € End(c(C3), f(.%'l,.%'g, .rg) = (21‘1 + (1 — i)xg, To + (3 + 2i).%'3, T+ 1x9 + .%'3)

1 0 1
¢) f€Endg(R3) tal que [flg=| 2 0 —1 |, para B=((1,2,-1),(1,0,0),(0,1,1)),
01 0

d) f € Endr(R2[X])] f(p)=p', donde (p,q fo r)q(z) dx.
e) f € Endc(C™ "), f(A) = P~1AP donde P € GL(n,C) y (A, B) = tr(AB*).

4. Sea h € R[X] y sea up € Endg(R[X]) definido por ,uh( ) = hg, Vg € R[X]. Probar que existe, y
calcular, uj para el producto interno (g1, g2) fo g1(z)ge(x)dx.

5. Sea (V,(,)) un K-e.v. con p.i. de dimensién finita. Probar que:

a) (fi+fo) =fF+f5,Vf,fo€Endg(V) v (kf)* =kf*,Vf€Endg(V), k €C;
b) (fro f2)* = f3 0 f1,V f1, f2 € Endg(V);

c) feAutg(V) = f*eAutg(V),y (f)" ="

d) (f) =/f,Vf€Endg(V);

e) ffof=0= f=0,YfecEndg(V).

6. Sea (V,(,)) un K-e.v. con p.i. de dimensién finita y sea f € Endg (V). Probar que
Im(f*) = (Nu(f))* y Nu(f*) = (Im(f))*.



7. Sea f € Endg(R3) definido por f(z,y,2) = (—x — 3y — 2z,4x + 6y + 22, —3z — 3y).
Hallar un producto interno {, ) en R3 para el cual f sea autoadjunta.

8. Sea (V,(,)) un K-e.v. con p.i. de dimensién finita y sea S un subespacio de V. Probar que la
proyeccién ortogonal pg : V' — V sobre S es autoadjunta, y calcular sus autovalores.

9. a) Encontrar una matriz U € R™*" ortogonal tal que U'AU sea diagonal para

5 4 2
A—<_21 _21> y A=|4 5 -2
2 -2 38

b) Encontrar una matriz U € C™"*™ unitaria tal que U* AU sea diagonal, para

3 2% 1 2 -1 =0

—2i 3 1 A= -1 2 =0
oo Y i i o200

0 0 0 3

10. Sea (V,(, )) un C-e.v. con p.i. de dimensién finita y sea f € Endc (V). Se dice que f es normal cuando
fo f*= f*o f. El objetivo de este ejercicio es probar que f se diagonaliza en una base ortonormal
si y solo si f es normal.

a) Probar que si f es autoadjunta o unitaria, entonces f es normal.
b) Probar que si f admite una base ortonormal de autovectores, entonces f es normal.
c¢) Probar que si f es normal valen las siguientes afirmaciones:
D) [[f()]| = |If*(v)|l, Yv € V. En particular, Nu(f) = Nu(f*).
2) AId—f es normal, VA € C.
3) flv) =Av = f*(v) = Av.
4) Nu(A Id —f) es f*-invariante.
d) Probar que si f es normal, entonces admite una base ortonormal de autovectores.
(Sugerencia: observar que (Nu(\ Id —f))* es f-invariante y f*-invariante).
e) Deducir de lo anterior que las matrices unitarias son diagonalizables en C. Encontrar un ejemplo
de matriz ortogonal que no sea diagonalizable en R.

11. Hallar la matriz en la base canénica de las siguientes transformaciones ortogonales:

a) f rotacién en R? de dngulo /3.

b) f simetria en R? respecto de la recta de ecuacién x1 — xo = 0.

¢) f simetrfa en R? respecto del plano de ecuacién xq + 29 — 3 = 0.
)

d) f rotacién en R? de angulo 7/4 y eje ((1,0,1)).

1 V2 1
2 2 2
12. Sea f € Endg(R3) el endomorfismo cuya matriz en la base canénica es —@ 0 —g
1 21
2 2

2
Decidir si f es una rotacién, una simetria o una composicién de una rotacién y una simetria. Encontrar
la rotacién, la simetria o ambas.
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Sea f € Endg(R?) el endomorfismo cuya matriz en la base canénica es
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a) Probar que f es una rotacion.
b) Hallar g € Endg(RR?) tal que go g = f.

Sea f una rotacién en R3 de y dngulo 7/2 y eje ((2,—2,—1)) Hallar f(4,—1,1).
Determinar si es posible una rotacién f en R? tal que

fHz e R3 2y + 23 =0}) = ((1,1,-1),(2,—1,1)).

Determinar y clasificar todas las transformaciomes ortogonales
a) f en R? tales que f(3,4) = (5,0).
b) fen R3 tales que f(1,—1,0) = (1,-1,0) vy f(3,1,1) = (=1, -3, —1).

Una funcién f : R? — R? se llama isometria si satisface que

d(z,y) = d(f(z),f(y))  Va,yeR”.
a) Probar que si f : R? — R? es una isometria tal que f(0) = 0, f resulta una transformacién
lineal y ademas f es ortogonal.

b) Deducir que f : R? — R? es una isometria si y sélo si existen g transformacién ortogonal en R?
y v € R? tales que f(z) = g(z) +v, Vo € R2,



