ALGEBRA II
Primer Cuatrimestre — 2017

Practica 5: Anillos conmutativos

En esta practica todos los anillos son conmutativos.

Ideales y factorizacion

1.1. Sean I y J ideales de un anillo A.

(a) Probar que IJ ={a;b; +:--+a,b,:q; €1,b; €J,n € N} es un ideal.
(b) ProbarquelJ CINJ.

(¢c) Probarquesil+J =A, entoncesIJ=1INJ.

1.2. Sean m,n € N. Expresar a los siguientes ideales de Z como ideales principales:

(m,n), (m) + (n), (m) N (n), (m)(n).
1.3. (a) SeaI un ideal de un anillo A. Probar que
VI={a€A:exister eNtal que a" €I}
es un ideal de A. El ideal +/T se llama radical de I.

(b) Seam € Z. Expresar a 4/ (m) como ideal principal.

1.4. Probar que si A es un DIB entonces todo ideal primo no nulo de A es maximal.

Denotamos por Spec A al conjunto de todos los ideales primos de un anillo A.

1.5. Sean Iy,...,I, ideales de un anillo Ay sea p € Spec A tal que N_,I; C p.

(a) Probar que existe 1 <i <ntalquel; Cp.

(b) Probar que si p =N, I;, entonces p = I; para algin 1 <i < n.

1.6. Sea A un anillo. Probar que:

(@) Unideal p € A es primo sii A/p es un dominio integro.

(b) Un ideal m C A es maximal sii A/m es un cuerpo.

(¢) Un ideal maximal de A es primo.

1.7. Probar que m = (3,Y*—X,Y'2—X3+Y —1) es un ideal maximal de Z[X,Y].
Sugerencia. Estudiar el cociente Z[X,Y]/m: para empezar, observar que Z[X,Y]/m = (Z[X, Y 1/(3))/(m/(3))...

1.8. Hallar Spec Z. ¢Qué ideales primos de Z son maximales?

1.9. Sea k un cuerpo. Probar que si p € Spec k[X], entonces existe f € p ménico e irreducible tal
que p = {f). Reciprocamente, todo ideal principal generado por un polinémio ménico e irreducible
es un ideal primo de k[X].

1.10. Sea A un anillo. Probar que:

(@) SipeSpec Ay B C A es un subanillo, entonces BNp € Spec B.
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(b) SiI CAesunideal, f : A— A/I esla proyeccién canénica y p € Spec A/I, entonces f *(p) €
Spec A.

(c) SiI CAesunidealypeSpec Aestal que p 21, entonces p/I € Spec A/I.

1.11. Probar que si p € Spec Z[X ] entonces existe un nimero primo p € N tal que o bien p = (p) o

bien existe un polinomio f € Z[X] ménico e irreducible sobre Z, tal que p = (p, f).

Sugerencia. Sea p € Spec Z[X]. Mostrar que p N Z es un ideal principal de Z generado por un nimero primo p, asi que en
particular (p) € p. Considerar ahora el ideal p/(p) de Z[X]/(p) = Z,[X]y usar un ejercicio anterior que describe los ideales

primos de este anillo.

1.12. Nilradical. Sea A un anillo. Un elemento a € A es nilpotente si existe n € N tal que a" = 0. El
nilradical de A es el conjunto nil(A) = +/0 = {a €A a es nilpotente}. Probar que:

(a) nil(A) es un ideal de A.

(b) nil(A/ nil(A)) = 0.

(© nil(a) = ﬂpespecAp.

(d) Six €nil(A), entonces 1+ x es inversible.

1.13. Radical de Jacobson. Sea A un anillo. El radical de Jacobson de A es la interseccién J(A) de todos
los ideales maximales de A. Probar que x € J(A) sii para cada y € A se tiene que 1 —xy € %(A).
1.14. (a) Probar que el ideal (2,X) C Z[X] no es principal.

(b) Probar que el ideal (2,1 + +/—5) C Z[+/—5] no es principal.

1.15. Sea A = Z[+/—5]. Probar que 2, 3, 1+ +/—5 y 1 — +/—5 son irreducibles en A, no asociados
entre si. Notar que 6 =23 = (1 + +/—5) - (1 — v/—5) y concluir que A no es un DFU.

Localizacion

2.1. Sean A un anillo y S € A un subconjunto multiplicativamente cerrado. Probar las siguientes
afirmaciones:

(@) SiS < %(A), entonces Ag = A.

(b) Si0e€S, entonces Ag = 0.

2.2. SeaS = {m € Z : m # 0}. Probar que S C Z[+/2] es multiplicativamente cerrado y que
(Z[v2Ds = Q[v2].

2.3. Sean A un anillo y S € A un subconjunto multiplicativamente cerrado. Notar que podemos
pensar a S como un subconjunto multiplicativamente cerrado de A[X ] y probar que (A[X])s = Ag[X].

2.4. Sean Aun anillo, f €Ay S={1,f,f2,...}. Probar que S C A es un subconjunto multiplicativa-
mente cerrado y que Ag = A[X]/(Xf —1). En general, escribimos A, en lugar de Ag.

2.5. Sean Aun DFUy f €A, f # 0. Probar que A; es un DFU. ({Quiénes son los irreducibles de A¢?

2.6. Sean A un anillo y p € Spec A. Probar que S = A\ p es un subconjunto multiplicativamente
cerrado. En general, escribimos A, en lugar de Ay ,.

2.7. Sean A un anillo, S € A un subconjunto multiplicativamente cerrado e I € A un ideal. Sea S la
imagen de S por la aplicacién canénica A — A/I. Probar que (A/I); = Ag/IA;.

2.8. Sean A un anillo y S, T C A subconjuntos multiplicativamente cerrados. Sea T la imagen de
T por la aplicacién canénica A — Ag ysea U = ST = {st : s € S,t € T}. Probar que U C A es
multiplicativamente cerrado y que (Ag): = Ay.

2.9. (a) Sea U C R" un abierto y sea A = C(U) el anillo de las funciones continuas U — R. Sea
Xo € U y pongamos S = {f € A: f(x,) # 0}. Probar que S es multiplicativamente cerrado. ¢{Es
inyectiva la aplicacion candnica A — Ag? De no serlo, describir su nucleo.
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(b) Supongamos que A es un dominio integro y sea S € A multiplicativamente cerrado. Probar que
la aplicacién candnica A — Ag es inyectiva.

(¢) Sean A un anillo y S € A multiplicativamente cerrado. Dar condiciones necesarias y suficientes
para que la aplicaciéon canénica A — Ag sea inyectiva.

2.10. SeanA=C(R), U=(0,1)yS={f €A:VteU, f(t)#0}.

(a) Probar que S € A es multiplicativamente cerrado.

(b) Sear:C(R)— C(U) la restriccién de funciones. Probar que existe 7 : C(R)g — C(U) tal que el
siguiente diagrama conmuta:

C(R) —— C(U)

~UF

Cw®y;

(¢) Probar que r es inyectiva.
T(d) Probar que 7 es sobreyectiva.
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