Estimacion Puntual
e
Intervalos de Confianza



La mayoria de las distribuciones de probabilidad dependen de
cierto numero de parametros.

Por ejemplo: P(A), N(u.c?), Bi(n, p)

Salvo que estos parametros se conozcan, deben estimarse a
partir de los datos.

El objetivo de la estimacion puntual es usar una muestra
para obtener numeros que, en algun sentido, sean los que
mejor representan a los verdaderos valores de los parametros
de interés.



Supongamos que se selecciona una muestra de tamano n de
una poblacion.

Antes de obtener la muestra no sabemos cual sera el valor de
cada observacion. Asi, la primera observacion puede ser
considerada una v.a. X, la segunda una v.a. X5, etc. Por lo
tanto, antes de obtener la muestra denotaremos X, X5,...., X,
a las observaciones y, una vez obtenida la muestra los
valores observados los denotaremos x4, X2,...., Xn.



Del mismo modo, antes de obtener una muestra, cualquier
funcion de ella sera una v.a., por ejemplo:

)?_, X S, max(X,,....X )

Una vez obtenida |la muestra los valores calculados seran
denotados

—

xa xa SZ 5 max(xl""’x”)



Definicién: Un estimador puntual de un parametro ¢ es un
valor que puede ser considerado representativo de # y se
indicara ¢. Se obtiene a partir de alguna funcidn de la
muestra.

Ejlemplo: Con el fin de estudiar si un dado es o no equilibrado,
se arroja el dado 100 veces en forma independiente,
obteniéndose 21 ases. ;Que valor podria utilizarse, en base a
esa informacion, como estimacion de la probabilidad de as?
Parece razonable utilizar la frecuencia relativa de ases.

En este caso, si llamamos » a |la probabilidad que queremos

estimar,

. 21
=——=0.21
P 100



Propiedades de los estimadores y criterios de seleccion

Observemos que, dada una muestra X,.X,....X, donde
X, ~ F, , un estimador puntual del parametro ¢, obtenido en

base a ella, es una v.a. ¢ . La diferencia

H—6

es el error de estimacion y una estimacion sera mas precisa
cuanto menor sea este error. Este error es también una v.a.
dado que depende de la muestra obtenida. Una propiedad
deseable es que la esperanza del error sea 0, es decir que
‘en promedio” el error obtenido al estimar a partir de
diferentes muestras sea cero.



Definicién: Un estimador puntual ¢ del parametro € es
insesgado si

E,(0)=0 V6

Si 6 no es Insesgado, se denomina sesqo de 6 a
b(0)=E,(0)-0.

Por lo tanto, un estimador es insesgado si su distribucion
tiene como valor esperado al parametro que se desea
estimar.



Error standard de un_estimador: Al informar el resultado de
una estimacién puntual es necesario brindar informacion
sobre la precision de la estimacion.

Definicion: El error standard de un estimador € es su
desviacion standard, es decir

G, =V (0)




Definicidon: Sea X,.X,....X, una m.a de una distribucion que

-~

depende de un parametro € y sea ¢, un estimador puntual

~

de € basado en esa muestra. Diremos que ¢, es un
estimador consistente de @ si

es decir, sl Ve>0, PQE}H —9‘ > 5)4>0_

H—>cC



Definicion:
Sea ¢ un estimador de &, su Error Cuadratico Medio es

ECM,() = E, [(é - ﬁﬂ

Si el estimador & es insesgado el error cuadratico medio es
igual a la varianza del estimador ya que vale la siguiente
propiedad:

ECM ,(0)=V,(0)+ [’3(6’“)]2



INTERVALOS DE CONFIANZA

Cuando se obtiene una estimacion puntual de un parametro, es
conveniente acompanar dicha estimacion por una medida de la
precision de la estimacion.

Un modo de hacerlo es informar el estimador y su error standard.

Otro modo es reemplazar la estimacion puntual por un intervalo de
valores posibles para el parametro.



Ejemplo: Supongamos que tenemos una m.a. X Xy X,

., 2 . .
de una distribucion N(&,0.)  con varianza o-f conocida.

Por ser los datos normales, sabemos que

) _
x~|\|[y,"°] o X N
n o

0]

3

y, por lo tanto, X —
P(—1.96 <Jn XA £1.96] =0.95

O,




A partir de esta expresion obtenemos

O,

Jn

0 <X —u<1.96 j=0.95 = P()?—l.%‘a"sﬂs%+1.9600j=0.95

Jn

Es decir, que la probabilidad de que el intervalo

{)?—1.963, X +1.96 00}

Jn Jn

contenga al verdadero valor del parametro u es 0.95. Este intervalo se
denomina intervalo de confianza para u de nivel de confianza 0.95.



A partir de esta expresion obtenemos

O,

Jn

P(—1.96 % <X — <196

Jn

j:O.95 = P()?—l.%

Es decir, que la probabilidad de que el intervalo

{X—l.% % X +1.962° }

Jn Jn

contenga al verdadero valor del parametro u es 0.95. Este intervalo se
denomina intervalo de confianza para p de nivel de confianza 0.95.

En general, tendremos

P{—za,2 <n X—n < za,zjzl—a
o

0
luego el siguiente intervalo de confianza es de nivel 1 - a para p

{X—za,2 % X+12 U"}




Interpretacion:

Supongamos que, en base a diferentes muestras calculamos los
correspondientes intervalos de confianza para p.

Entonces el (1 - o) 100% de ellos contendran al verdadero valor L.

e
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Ejemplo:
Supongamos gue tenemos una muestra normal con n=49 con verdadero

valor del desvio standard es 6, =35 y que se observa x=160 Y
construimos un intervalo de confianza para la media de nivel 0.95.

Como las v.a. son normales y la varianza es conocida, el intervalo para u sera

de la forma
v/ Jo v/ Go
[X_Zg/Z ’X+Zg/2 j

Jn Jn

Como, Z,,; =Zyps =1.96 y 5 =35n=49 obtenemos

[160 ~1.96->>_ 160 +1.963—5j — (160 —9.8,160 + 9.8)=(150.2,169.8)

Va9 Ja9



INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LOS PARAMETROS DE LA
DISTRIBUCION NORMAL

Distribucion t:

; 1
Seandosv.a. Z~N(0,1)y U ~7, :F[EEE} independientes, entonces

T = ~t

v/
/e
Se dice que T tiene distribucion t de Student con n grados de libertad.

Esta distribucion esta tabulada para diferentes valores de n. Su densidad es
simétrica respecto al 0 y tiene forma de campana, pero tiene colas mas pesadas
que la distribucion normal standard.

Cuando n tiende a infinito, la distribucién de Student tiende a la distribucion
normal standard.
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Proposicién: Sea X.X,.... X, una m.a. de una distribucion N(L, -32}, entonces

a) T-Mul| o S TE v
| n | o
1 Z[:X _-;?:I:
p) B2~ con 52
o n—1

c) Xy §° sonindependientes




Intervalo de confianza para la media de la distribuciéon normal
con varianza desconocida:

de donde se deduce el siguiente intervalo de confianza de nivel 1 - o para |,

— S = 5
|:I_rn—1:a.'1 ».'n'f_ =I+fn—1:a.'1 "'II.'—:|
Fi Fi



Volviendo al ejemplo:

Supongamos ahora que la varianza es desconocida, pero que el valor observado
de S es s=35.

El correspondiente intervalo de confianza para L sera de la forma

s ™

“-"I'E_.a"

-
X - Iﬂ—l:ﬂ:. J __-, X + I‘H—l:ﬂ:. J

\ fn

con etz =fmoms =2-01, Obtenemos

i3 35 ) . :
| 160 -2.01— 160 +2.01—— | ={160 —10.05,160 +10.05)}=(149.95,170.05)
II_‘_ m m-’; . 4 . 4

y como es logico, resulta un intervalo mas largo.



Intervalo de confianza para la varianza de la distribucion normal
con media desconocida

Sea X,.X,...X, unam.a. de una distribucion N(, ), entonces

(H_DSE 2

2 /11:}1—1

Por lo tanto,

Se obtiene el siguiente intervalo
(n-1)8* (n—-1)8*

] 3 ]
Anlaz  Anill-wz




Intervalo de Confianza para o’

Suponiendo como antes que observamos x =160 vy s=35

hallemos un intervalo de confianza para ¢~ de nivel 0.95.
Por tratarse de una muestra normal con media desconocida, el

intervalo para ¢ sera de la forma

((n-1S° (n-1)8"

2 2
A m—Lla/2 Anll-ai2 )

con ,E"i-l,.:.z = ffﬂ.u.uzi =69.02 ¥ Yua1az = Faoos =30.75 _ Obtenemos

' 43.35% 48.35% )
| ﬂ |=(851.93,1912.20)
| 69.02 3075 |

y un intervalo de confianza para < de nivel 0.95 sera

i 2 | 2] \
I.. - = . j J

Esto dltimo resulta de aplicar una funcién monoétona creciente a cada
extremo del intervalo para ¢



Intervalo de confianza para la varianza de la distribucion normal
con media conocida

Sea X . X,...X, una m.a. de una distribucion N(LL,,<*), con media L, conocida,
entonces

X, —

Zim e N1 Viign = [ﬂ} ~yf=T[l;l} Vi<i<n
o] o ) 2 2

Como ademas las v.a. son independientes

n X—{u{ : .
iR | LT
e

ko | =
ba | =
—

éComo elegimos los percentiles de la distribucion ¥ que encierran un area igual
al-a?



[

F Jypear Lezi2

Los elegimos de manera tal que quede un area igual a /2 en cada extremo.
Entonces,

éz(‘rf—#o]l

2 : 2 1
-'r.l‘!.l—ﬂ:-.li: {_Tl El’nm.l =l-a

Se obtiene el siguiente intervalo - -




Intervalos de confianza de nivel asintotico 1 - a.:

En muchos problemas no es posible encontrar intervalos

de confianza de nivel exacto 1 - o, o bien son de muy dificil
construccion.

En estos dos tipos de situaciones es posible obtener
intervalos de confianza de nivel aproximado cuando tenemos
un tamano de muestra grande.



Definicion: Sea X,.X,.... X, una m.a. de una distribucion que

depende de un parametro 6. Dadas dos sucesiones
{a,(X.X,....X )}y b (X,.X,...X, )} tales que

-

limPa, (X,.X,...X )<0<b (X,.X,...X,))=1-«a

n—

una sucesion de intervalos de confianza de nivel
asintotico 1 - o para el parametro 6. También se dice que,
S n es suficientemente  grande, el intervalo

la,(X,.X,,...X,).0,(X,,X,,...X,)] tiene nivel aproximado

1-a.



. Porque calcular intervalos de nivel asintético?

e Porque no se conoce a distribucion exacta de la funcion
pivote

e Porque en general es mas facil encontrar la distribucion
asintotica que la exacta de la funcidn pivote



Ejemplos: 1) Intervalo para la media de una poblacion.

Sea 1A, un:—al2 m.a. de una distribucion F con
E(X) = u vy V(X) =0 < « Buscamos un intervalo de
confianza para |l.

Sabemos que X es un estimador insesgado y consistente de
1. No conocemos su distribucion exacta porque no
conocemos la de X|, pero sabemos que

Jn A4 > N(0.1)
o




Si 6° es conocido, esta funcién podria deducir un intervalo de
nivel aproximado, pero qué usamos si s es desconocido.

Propiedad:

Yy —4 5y

" = UY, —*>aY
U, —t—>a

1



Como s—F—>o por ser un estimador consistente, entonces

A) O _
N

— 1 y por lo tanto ; —1

O
Luego,

X-u AT - | _
Jn > N(0,1) You |
o L = Jn > N(0.1)
SN >

S



NP RN V()

l51

A partir de este resultado,

X —
(—z ,<\F H ZGE]—H—Q

y se obtiene el siguiente intervalo de nivel aproximado 1 - «

o F e



Ejemplo 2). Intervalo de confianza de nivel asintotico 1 - a
para el parametro p de la distribucion Binomial:

Sea X,.X,...X, una m.a. de una distribucion Bi(1,p) .

Entonces X =2 X, ~ Bi(n,p) . Queremos construir un intervalo

i=1

de nivel asintético 1 - a para p.

Recordemos que, por el TCL,

]

X ZX" (a)

: ~ -
5o X e _UN(pﬁp( p)]

1 n n



X

—=p
<0 <z .|lzl-«

p(l-p)

n

Pl -z

o/2

Hay dos formas de obtener un intervalo para p a partir de esta
ultima expresion. Veremos la de uso mas frecuente.

R

> X,
X i=1 ] 14
Como S >p por la Ley de los Grandes
Numeros, podemos aplicar la Propiedad enunciada antes
y reemplazar en el denominador que depende de p por su

estimador. Entonces




X
— P
Pl—z <2 <z |=l-«a
rd-p)
\ n
£[1_£] £[1_£)
X X
Pl——-2z,, " " <Sp=—+2z,, ! Tz
n n n n

obteniendo un intervalo para p de nivel aproximado 1 — a.
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