Ecuaciones diferenciales con retardo

Clase 6, versién preliminar (las criticas son bienvenidas)

En la dltima clase comenzamos a extender los resultados obtenidos para la
ecuacion escalar a sistemas de la forma

X'(t)=AX(t) + BX(t— 1)
para A, B € R™*™ cuya ecuacién caracteristica resulta
h(\) :=det (\[ — A— e ™B) = 0.

Como vimos si el retardo es chico entonces las raices caracteristicas estan cerca
de los autovalores de A + B o bien tienen parte real menor que todos ellos. Més
precisamente,

Teorema 0.1 Sean zi,...,z; todos los autovalores de la matriz A+ B y sean
0 >0y s <Re(z) para todo j =1,...,k. Entonces existe T, > 0 tal que si
0<7 <7 yh(N) =0 se cumple:

Re(A\) <s obien |X—z;| <0 para algin j.

Esto garantiza, para valores chicos de 7, la estabilidad asintética en caso de
que los autovalores de A+ B tengan parte real negativa mientras que, por otra
parte, si algin autovalor simple de A + B tiene parte real positiva, entonces el
sistema es inestable:

Corolario 0.1 Sean A, B y {z;};=1,...kx como antes. Entonces se cumple:

1. Si Re(z;) < 0 para todo j, entonces existe T, > 0 tal que el origen es un
equilibrio asintoticamente estable para 0 < 7 < Ty.

2. Si zj es simple y Re(z;) > 0 para algin j, entonces existe 7, > 0 tal que
el origen es inestable para 0 < 7 < Ty.

Demostracion:

1. Basta con tomar ¢ := —max{Re(z;) : j = 1,...,k} y aplicar el teorema
anterior.



2. Consideremos h,(z) = det (2] — A— €™ B) = H(z,7), vale decir, como
funcién de z y 7. Es claro que H : C x R — C es de clase C! y vale
H(z;,0) = 0. Por otra parte, z; es rafz simple de hg, de modo que
%—Ij(zj,()) = h{(z;) # 0. Por el teorema de la funcién implicita, para

cada valor pequeno de 7 existe una rafz z(7) con Re(z(7)) > 0.

O

Observacién 0.1 El Teorema 0.1 sigue valiendo para A(T) y B(T) funciones
continuas de T, con zj los autovalores de A(0) + B(0). Y también vale el coro-
lario, aunque para la seqgunda parte requiere una aclaracion adicional, pues si
A y B no son de clase C' entonces el teorema de la funcién implicita no se
aplica en forma directa. Pero existe un argumento mds directo, que en realidad
muestra que la hipdtesis de que la raiz z; sea simple es innecesaria. Supongamos
Re(z;) =1 > 0 y veamos que para T chico la funcion H(-,T) se anula en By(z;).
En efecto, si esto no vale entonces existe 7, — 0 tal que g, :== H(-,7,) no se
anula en By(z;). Es claro (ejercicio) que g, converge uniformemente en B,(z;)
a H(-,0), que no es constante y se anula en z;, lo que contradice el teorema de
Hurwitz.

Observacion 0.2 En particular, para n = 1 se obtiene, para T chico, que si
a+b < 0 entonces el origen es asintoticamente estable y si a+b > 0 es inestable,
pues la unica raiz z = a + b es obviamente simple. Fsta conclusion concuerda
(aunque es mds débil) con lo que habiamos obtenido en forma directa unas clases
atrds.

Los resultados obtenidos pueden extenderse para otros sistemas lineales: por
ejemplo, ecuaciones con varios retardos, o con retardos distribuidos. Podemos
considerar en general un sistema lineal auténomo de la forma

X'(t) = L(Xy)

donde X;(0) := X(t+6)y L : C([-7,0],C") — C" es lineal y continua, es decir,
existe una constante c tal que

IL(A) < clldlloo

para toda ¢, donde || - || denota cualquier norma de C™. En el caso de retardo
discreto, X'(t) = AX(t) + BX(t — 7) se tiene L(¢) = A¢(0) + Bo(—7), donde
Ay B son matrices fijas y vale

L@ < [9O)[[All + |¢(=n)[1B]| < ¢[|¢]]oo

con c = [ Al + [ B].

Cabe observar que en esta situacién general ya no se puede aplicar el método
de pasos para resolver la ecuacion con una condicién inicial; mas adelante ver-
emos que de todas formas dicha solucién existe y estd definida para todo t > 0.
De todas formas, por ahora nos ocuparemos tinicamente de obtener la ecuacion



caracteristica y extender lo visto para el caso particular de retardo discreto. A
tal fin, buscaremos soluciones particulares de la forma

Xt)=eMV  AeC,VeC\{o0}.

Por comodidad, definimos la funcién exp, : R — C dada por exp, (0) := e*?, de
modo que X; = eMexp,V, pues X;(0) = X (t + 0) = eMexp,(9)V. Luego, X es
solucién si y solo si

AeMV = L(X;) = eML(exp,V)

para todo t; equivalentemente:
L(exp,V) = AV.

Esta ecuacién puede pensarse como un problema de autovalores y autovectores,
. . n ;.

ya que si escribimos V = ijl vjej, con {e1,..., ey} la base candnica de C”,

resulta

L(exp,V) = Zij(exp)\ej) =LV
j=1

donde Ly es la matriz cuyas columnas son L(expye;) y (sin previo aviso) es-
cribimos los vectores como columnas. En otras palabras, X = eMV es solucién
si y solo si V es un autovector de autovalor A de la matriz Ly. Claro que, a
diferencia de los problemas clasicos de autovalores y autovectores, la matriz L)
también depende de A y, en general, la ecuacién caracteristica no es polinomial.
Precisamente, podremos asegurar que existe algiin autovector V' # 0 si y solo si
h(\) =0, donde
h(A) :=det(AI — Ly).

Por ejemplo, para el sistema con un retardo discreto tenemos
L(expye;) = expy(0)Ae; + exp, (—7)Bej = Col;(A) + e~ ™Col;(B),
es decir, Ly = A+ e "By
h(\) = det(\[ — A — e ™*B).

En general, se puede probar que h cumple propiedades andlogas a las que vimos
en el caso escalar con retardo discreto. En principio, que resulta una funcién
entera:

Proposicion 0.1 i : C — C es analitica.

Demostracion:

Como det consiste tinicamente de sumas y productos, y Al es trivialmente
analitica, basta ver que cada coeficiente de la matriz L es una funcién analitica.
La columna j-ésima C;(\) de esta matriz es L(expye;), de modo que podemos

calcular
CiA+r)—=Ci(N) I (exp)\Jm — epre)
- e e ).

K K




Pero
eXP,\+n(9) — exp, (0) — N e —1

K K

— geM?

para k — 0, uniformemente en 6 € [—7,0]. Esto implica que

i+ k) — G ()

K

— L(pae;),

donde ¢y () := e??. O

Una consecuencia es que, tal como vimos para el caso escalar, a la derecha
de cualquier recta vertical en el plano complejo h tiene a lo sumo un nimero
finito de raices. En efecto, si A, son raices de h tales que Re(\,) > a entonces
[An| = 400 y ademds, como det(A,I — Ly,) = 0, la matriz T — /\%L,\n no es
inversible. Pero

|Col; (La )l = [IL(expy, ;)] < cllexpy, €jlloo = cllexpy,, [l
y ademas
lexp,y, (0)] = |eAnf] = eRen)l < el < max{1 e}

para todo 6 € [—7,0]. Luego Ly, es acotada y entonces I — ,\%LM es inversible
para n grande, lo que es absurdo.

Para concluir, veamos un resultado concerniente a la estabilidad absoluta,
es decir, independiente del retardo. Para el caso escalar u/(t) = au(t) + bu'(t)
vimos que esto ocurre en la regién {a + b < 0,a < b}; en el caso general, es
dificil obtener resultados tan precisos pero, sin embargo, en un gran ndmero
de situaciones es posible determinar condiciones suficientes para la estabilidad
absoluta. Concretamente, supongamos que la ecuacién caracteristica es de la
forma

p(N) + (Ve ™ =0, (1)

con p, ¢ polinomios con coeficientes reales tales que gr(p) > gr(q). Por ejemplo,
esto ocurre en un sistema X'(t) = AX(t) + BX(t —7) con A, B € R™"*" si se
establecen condiciones apropiadas para la matriz B (en el caso n = 2, basta
pedir det(B) = 0, ver ejercicio de la practica 1). Otro ejemplo frecuente es en
la ecuacion de orden n con coeficientes reales y un retardo discreto

—&—Zaxm )+ bz (t — 1) =0,

cuya ecuacién caracteristica es de la forma anterior, con p(\) = A"+ 5"~ e 1 a;N

y q(\) = Z;L:_ll bj)\j. Esto se puede calcular de manera directa proponiendo

soluciones x(t) := e o (si uno estd deseoso de hacer més cuentas) llevando la

ecuacion a un sistema por medio de la cldsica transformacion

T =2 To=2a' . x, =2



a partir de la que se obtienen las matrices

0 1 0 0
0 0 1 0 0
A— 0 0 0 1 0
0 0 1
—ap —Qa1 ... .. ... —Qp_1
0 0 0o ... ... 0
0 0 0o 0 ... 0
B— 0 0 0o 0 ... 0
0 B 0
by b1 ... ... ... —=bp

y se verifica que det(A — A — e~ B) = p(A\) 4+ ¢(A\)e™*7 con p y ¢ como antes.
Proposicién 0.2 Sean p,q € R[X] tales que

1. p no se anula en {Re(z) > 0}.

2. la(iy)| < |p(iy)| para y > 0.

3. gr(p) > gr(q)-

Entonces, para todo 7 > 0, todas las soluciones de la ecuacién (1) tienen parte
real negativa.

Demostracidn: En primer lugar, observemos que p(z) = p(z), de modo que la
segunda condicidn se verifica en realidad sobre todo el eje imaginario. Consider-
emos el semicirculo Dp := {z : |2| < R,Re(z) > 0}. Para R grande, se cumple

que }ZEQ‘I < 1si|z| = Ry, por la condicién 2 se deduce que ;ZE?%I < 1 en dDp.

Como p no se anula sobre Dg, el principio del médulo maximo asegura que la
anterior desigualdad vale en Dp y, en consecuencia, para todo z con parte real
no negativa. Si A es solucién de (1) tal que Re(\) > 0, entonces ¢(\) # 0 (pues
p(A) #0)y

3

A
1< |p( )| _ |67-r)\| _ ef'rRe()\) <1

lo que es absurdo.
O
Para la ecuacién de orden n, observemos que si el retardo solamente aparece
en el término de orden 0 entonces ¢ es constante. Para este caso, el resultado
anterior se puede mejorar cuando todas las raices de p (eventualmente multiples)
estan en Rq:

Proposicién 0.3 Sean p € R[X]| mdnico y ¢ = c. Supongamos



1. Todas las raices de p son numeros reales negativos.
2. 1p(0)] > |¢].

Entonces, para todo 7 > 0, todas las soluciones de la ecuacién (1) tienen parte
real negativa.

Demostracidn: Escribiendo p(A\) = H;L:1(/\ — ;) se deduce, para cualquier A
solucién de (1):

IT 1A =250 = lele e

j=1

Como A; < 0, para Re(A) > 0 vale |A — Aj| > |A;| y entonces
p©O) = [T 1Al < lel.
j=1

lo que es absurdo. O

En el caso escalar, se tiene que h(A\) = A —a — be™, es decir: p(A) =\ —ay
q = b. El resultado previo dice, entonces, que si a < 0y a+|b| < 0 entonces hay
estabilidad absoluta. Dejando de lado la semirrecta a = b < 0, este resultado
coincide exactamente con lo obtenido en la clase 3.

Observacién 0.3 Se puede probar, también para el caso general, que si todos
los autovalores de la ecuacion caracteristica tienen parte real negativa entonces
el origen es asintoticamente estable.



