Ecuaciones diferenciales con retardo

Clase 5, versién preliminar (las criticas son bienvenidas)

En la clase previa obtuvimos una férmula de variacién de los parametros
para expresar la solucién u(t, ¢, f) = u(t, ¢,0) + u(t, 0, f) de la ecuacién lineal

u'(t) = au(t) + bu(t — ) + f(t)

con condicién inicial ¢ € C([—7,0]). Veamos ahora cémo aplicar dicha férmula
para estudiar la estabilidad del origen en ecuaciones lineales perturbadas de la
forma

W (t) = au(t) + bu(t — 7) + f(u(t),u(t — 7)),

donde f: R? — R es una funcién suave tal que
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f(0,0) =0,

Segun mencionamos, esto permitira analizar la estabilidad de los equilibrios para
ecuaciones mas generales via linealizacion.

Dado ¢ > 0, fijemos 0. > 0 tal que si [|(z,y)| < d. entonces |f(z,y)| <
e(|z| + |yl). Por la férmula de variacién de los pardmetros, la solucién del
problema anterior con una condicion inicial ¢ puede escribirse como

t
u(t) = u(t.6,0) + [ K(t =) f(uls),uls - ) ds.
0
Supongamos que |u(s)| < 0. para s < ¢, entonces resulta

u(t) = ult, ¢,0)] < 6’@/() ) (Ju(s)] + |u(s — 7)]) ds (1)

con k como en la clase previa y p > Re(\) para toda raiz caracteristica A.
Observemos ahora que
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En consecuencia,

t
lu(t) - ult, ¢,0)] < C||¢lloce? + D / e (= [u(s)| ds
0

_eTHT .
para C := 1=¢"" D =1 + ¢*". Luego, tomando p como en la clase previa se

deduce que g
t
0] < o+ Ol +2D [ ute)lds
0

y luego, llamando v(t) := e~ *tu(t), vale

w(®)| < (p+ C)|[¢lloe + D / [o(s)| ds.

Entonces [v(t)| < (p+ C)||¢]|ceP?, es decir:
u(t)] < (p+ C)||¢]|cce!=P T,
De esta forma, se obtiene:

Teorema 0.1 Sea f como antes y sea h(\) = A\ —a — be 7.  Supongamos
Re(M\) < 0 para toda A raiz de h. Entonces u = 0 es (localmente) asintdticamente
estable.

Demostracidn: Fijando p < 0 tal que g > sup{Re()\)}, definimos C' y D como
antes y elegimos ¢ > 0 tal que eD + p < 0. Tomando § < 4. tal que § < piS:C
resulta, para ||¢]|oc < J, que si u es una solucién con condicidén inicial ¢ entonces

vale

[u(t)] < doel=P! (2)

para todo t. En efecto, consideremos J := {t : |u(s)| < d. para s < t}, que
claramente es un intervalo cerrado y no vacio. Como d < é., el intervalo J se
extiende a la derecha del 0. Dado ty > 0 tal que ¢ty € J, la cuenta anterior dice
que vale (2) en [—7,t] v, en particular, |u(ty)| < d.e(#PTMt < §_. Esto prueba
que la desigualdad |u(t)| < . sigue valiendo un poco a la derecha de ¢y, vale
decir, que J es abierto.

O

Observacion 0.1 FEn rigor, el resultado previo dice solamente que si u es una
solucion definida en el intervalo [—7,T] entonces vale (2) para t < T. Como
veremos, si [ es localmente Lipschitz, esto garantiza que u estd definida en
[—7,4+00) y la desigualdad anterior vale para todo t.



Corolario 0.1 Consideremos el problema
' (t) = F(u(t),u(t — 7))

con F de clase C*. Sea u* € R tal que F(u*,u*) =0 y sea h(\) = A\—a—be 7,
donde (a,b) := VF(u*,u*). Sitodas las raices de h tienen parte real negativa,
entonces u* es un equilibrio asintdticamente estable.

Los resultados obtenidos para la ecuacién escalar pueden extenderse de man-
era inmediata a sistemas, de la forma

X'(t)=AX(t)+BX(t—71)

para A, B € R™ " en cuyo caso es ficil verificar que la ecuacién caracteristica
resulta
h(X) :=det (A\] — A — e_T)‘B) =0.

No haremos esto ahora pues mas adelante veremos la situacion maés general,
pero emplearemos esta férmula para decir algo sobre la estabilidad del origen.
Es claro que no se podra hacer un estudio tan completo como en el caso es-
calar, aunque el siguiente resultado muestra que cuando el retardo es pequeno
la situacién se asemeja bastante al caso sin retardo.

Teorema 0.2 Sean zi,...,z; todos los autovalores de la matriz A+ B y sean
d >0 ys < Re(zj) para todo j =1,...,k. Entonces existe T, > 0 tal que si
0<7<7e yh(N)=0 se cumple:

Re(\) <s o bien |X—z;| <0 para algin j.
Demostracion: Consideremos el conjunto
C:={z€C:Re(z) > s,|z — zj| > ¢ para todo j}.

Queremos probar que si 7 es chico, entonces h=1(0) N C = ). Por el absurdo,
supongamos que existen 7, — 07 y raices ), de la funcién h,, correspondiente a
T, tales que A\, € C. Si la sucesién {\,} converge a cierto A, resulta ho(A) = 0
para hg correspondiente a 7 = 0, es decir, ho(A) = AI — (A + B). Esto dice que
A es autovalor de A + B, lo que es absurdo pues también se verifica que A € C.
Luego, tomando una subsucesién podemos suponer |A,| — oo y considerar la
matriz
M, =1~ L (A+e *™B).
An

Como vale }e “Re(An)Tn < =5™ 5 (), se deduce que la matriz M,

converge a la identidad y, en consecuencia, es inversible para n grande. Esto es
absurdo, porque det(M,,) = w =0.

—AnTn | — e

O



