Ecuaciones diferenciales con retardo

Clase 4, versién preliminar (las criticas son bienvenidas)

En la clase previa analizamos la estabilidad del origen para la ecuaciéon lineal
u'(t) = au(t) + bu(t — 7). Una pregunta bastante natural para quien conozca
los métodos empleados en la teoria de ecuaciones ordinarias es si dicho analisis
puede ser de utilidad para estudiar la estabilidad de los equilibrios de algunas
ecuaciones no lineales, por ejemplo:

o' (t) = Fu(t),u(t —7)).

En este caso, un equilibrio es una solucién constante u = u*, es decir, tal que
(u*,u*) es un cero de F. Si suponemos que F es diferenciable en dicho punto,
podemos escribir la ecuacion anterior como

OF oF

u'(t) = 5 (Wt ut)(u(t) - u') + a—y(u*,u*)(u(t —7) —u’) + R(u(t), u(t — 7))

donde R es el resto de Taylor. En otras palabras, si definimos v(t) := u(t) — u*,

(a,b) :== VF(u*,u*) y p(z,y) := R(x + u*,y + u*) nos queda la ecuacién
V() = av(t) + bu(t — 1) + o(v(t),v(t — 7)),

que puede pensarse como una ‘perturbacién’ de una ecuacion lineal con coe-
ficientes constantes, en el sentido de que cerca del origen la funcién ¢ toma
valores muy chicos, més precisamente:

o(z,y)

i =
(2,9)—(0,0) [|(z, y)||

En consecuencia, es esperable que las soluciones que se encuentran cercanas al 0
se comporten de manera similar a las de la ecuacién linealizada v' = av + bv_.
Veremos que, a grandes rasgos, esto es cierto. Para ello, serd conveniente
buscar una férmula general para expresar la solucién de una ecuacion lineal
para cualquier condicién inicial dada. Concretamente, lo que necesitamos es
una férmula analoga a la de variacién de pardmetros para la ecuacién lineal no

homdgenea:
w(t) =au(t) +bu(t —7)+ f(t) t>0 (1)

con condicién inicial

u(t) = o(t) —7<t<0. (2)



En primer lugar, observemos que si ¢ € C([-7,0]) y f € C([0,4+0)), el
método de pasos proporciona una soluciéon globalmente definida, es decir, u €
C([—7,400): en efecto, si u es solucién en [—7,n7] para cierto n € N, entonces
por la teoria clasica de ecuaciones ordinarias podemos extender u a la derecha
buscando la nica solucién del problema

V'(t) = av(t) + bu(t — 7) + f(t), v(nT) = u(nr)

que estd definida hasta (n + 1)7. Ademds, escribiendo para t > 0

u(t) = ¢(0) + /0 [au(s) + bu(s — 7) + f(s)] ds

resulta

t—7

()] < 6(0)] + / ()] ds + / lau(s)] ds + / bu(s)] ds

—T

t 0 t
< 16(0)] + / ()] ds + / b (s)| ds + / (lal + b)lu(s)] ds,

pues ftt,T |bu(s)] ds > 0. Si llamamos

R(t) = / 1£(3)]ds + | Blloe(1 + 1B]).

entonces, para cada t fijo y t <t vale R(t) < R(t) y

t
u(f)] < R(t)+/0 (laf + [b))[u(s)] ds.
Por el Lema de Gronwall, se deduce que
(i) < R(t)elal+oDE
para todo £ < t y, en definitiva:
lu(t)] < R(t)e(\a\ﬂbl)ﬁ

Por conveniencia, denotemos u(t, ¢, f) a la solucién correspondiente a cada ¢ y
cada f; luego, la desigualdad anterior se escribe:

u(t, ¢, f)| < </0 If(s)|ds + ||¢]|o(1 +T|b|)) ollal+BDt 3)

Observemos, ademds, que u(t, @, f) = u(t, ¢,0) + u(t,0, f), lo que dard lugar a
la férmula de variacién de parametros.



Observacion 0.1 FEs interesante observar que, para t fijo, podemos definir las
aplicaciones lineales S : C([-7,0])) = R y T : C([0,t]) = R dadas por

S(0) :=u(t,$,0),  T(f):=ult,0,f)

Por la desigualdad anterior se tiene que

1S < Clidlloes T < Dllflloo

para C = (1 + 7|b|)ellel+1oDt o D = tellal+1PDt " de modo que S y T resultan
continuas. Por el teorema de Riesz, existen representaciones integrales de la
forma

t t
s@ = [ oo 1= [ sae
0 0
para ciertas medidas A y .

En lo que sigue, veremos una manera explicita de encontrar una expresién in-
tegral para la solucién general u(t, ¢, f) con ayuda de una herramienta de gran
utilidad: la transformada de Laplace. A tal fin, recordemos (al menos en el
sentido del mito platénico) algunas propiedades fundamentales de dicha trans-
formada.

Para f : [0,400) localmente integrable tal que |f(t)] < AeB? para ciertas
constantes A, B > 0 se define

+oo
HN@;A =7 F(1) dt.

Es claro que Lf se encuentra bien definida y resulta una funcién analitica en el
conjunto {Re(z) > B}. Por otra parte, para la convolucién de dos funciones f
y g, definida como

t
fxg(t) = /0 flt—s)g(s)ds
es inmediato verificar que vale
L(f *g) = L(f)L(9)-

Ademas, se tiene el teorema de inversién para f como antes, asumiendo que
tiene localmente variacién acotada:

ﬁ(f)(z)e” dz = f(t+) + f(t_)

t>0
©) 2

para todo C' > B, donde

1 [C+iT
/(C) p(z)dz ;== lim —/ o(z) dz.

T—+oco 27 C—iT

Lo anterior brinda una expresién explicita para la antitransformada £, que
por ahora vamos a emplear informalmente.



Supongamos que f tiene crecimiento exponencial, entonces la solucién w
también (;por qué?), de modo que podemos transformar ambos miembros de la
ecuacién (1). Por la linealidad de £, vale

L(u') = al(u) +bL(u—r) + L(f)

donde u_,(t) := u(t — 7). Es ficil verificar la siguiente propiedad de la trans-
formada:

L(u)(2) = 2L(u)(z) — u(0).

Luego, la igualdad anterior se escribe

0 T

<z—w£wxa:~ﬂm+w(/ﬁe”¢quwﬁ+/*mezm_4wﬁ)+zuxa

=¢(0)+b (/T e P (t)dt + /+Oo e 2t (t) dt) + L(f)(2)

0 0
— $(0) +b (/OT e~ (t)dt + e”ﬁ(u)(z)) +L)(2),

es decir:
(z—a—be ") L(u)(z) = $(0) + b/OT e o (t)dt + L(f)(2).

No es casualidad que el factor del término de la izquierda sea exactamente la
—ZT.

funcién caracteristica h(z) = z — a — be™*7; por otra parte, si extendemos ¢ a
la derecha de 0 en forma nula, la igualdad anterior se puede escribir

L(u)(2) = —— (6(0) + L(b6_» + F)(2)).

1

Luego, si logramos calcular la antitransformada de ;-, es decir, una funcién K

tal que £(K) = +, resultard
L) = JO)L(K) + LIVLDd—r + [) = LGO)K) + LK * (bp—r + 1)),

es decir:
u=@0)K + K * (b + f).

La funciéon K se llama solucion fundamental de la ecuacién; si pensamos como
antes u(t, ¢, f) = u(t, ,0) + u(t, 0, f) obtenemos la descomposicién

u(t) = GO)K (1) + bK * 61 (1) + K * f(2),

donde el dltimo término es una solucién particular (para ¢ = 0) y los dos
primeros describen la totalidad de las soluciones de la ecuacién homogénea (con

f=0).



A fin de calcular K, veamos primero qué ecuacion debe cumplir. Por em-
pezar, observemos que a partir de la igualdad

u(t, 6,0) = SO)K (1) + bK * p_ (1),
si tomamos por ejemplo

0 si —
(b”(t){ nt+1 si —

es “razonable” pensar que u(t, ¢,,0) — K(t) para n — oo y en consecuencia
K tiene que ser una “solucién” del problema homogéneo con condicion inicial
(discontinua)

t< —
t<0

S

<
<

1
n

o(t) =

Para sustentar un poco mas esta intuicién, cabe observar que si consideramos
ahora

0 sit<O
1 sit=0.

u(t) == u(t,0, f) = K * f(t) :/O K(t—s)f(s)ds

y derivamos para t > 0 obtenemos

au(t) +bu(t — ) + f(t) = K(0)f(t) + /0 K'(t — s)f(s)ds. (4)

Pero
u(t—T):K*f(t—T):/O K(t—71—-35)f(s)ds

y asumiendo que K(s) = 0 para s < 0 resulta
t—7 t

Kit—7-39)f(s)ds = / K_(t—9)f(s)ds=K_; x f(t).
0

0

En consecuencia, a partir de (4) y asumiendo K (0) =1 se deduce
(aK +bK_,)* f =K' f,

para toda f, de donde K’ = aK + bK_.

A pesar de que ¢ es discontinua, el método de pasos permite obtener K como
funcién definida en [—7, +00) con K (t) = 0 para t < 0. Mds aun, la férmula (3)
antes obtenida muestra que K tiene crecimiento exponencial, mas precisamente

[K ()] < (1+70)ellelHione (5)

y en consecuencia £(K) estd bien definida.!

IEsto también puede verse en forma directa, pues K(t) = e para t € [0,7], luego en
[T, 27] vale
K'(t) = aK(t) + be®t=7), K(7) = e
y se deduce que K(t) = (1 + the™%7)e etc.



Observemos que efectivamente L£(K) = %7 pues a partir de la ecuacién
K'(t) = aK(t) + bK(t —7) t>0
podemos transformar de ambos lados para obtener, como antes:
2L(K)(z) — K(0) = aL(K)(z) + be *"L(K)(z)
pues K =0 en [—1,0). Esto dice que
(z—a—be”")L(K)=K(0)=1

y en consecuencia L(K) = ;.

La férmula obtenida permite demostrar el resultado que quedé pendiente
de la clase anterior, que asegura estabilidad asintética del equilibrio para la
ecuacion homogénea cuando todas las raices caracteristicas tienen parte real
negativa. Mds en general, se tiene:

Teorema 0.1 Sea p > pg = sup{Re()\) : h(\) = 0}. 2 Entonces existe
p = p(a,b) tal que
[u(t, ¢,0)| < pll¢lloce"”
para todo t > 0.
Demostracidn: De acuerdo con la férmula de inversién y por (5), sabemos que

para C' > |a| + |b| y £ > 0 vale

ezt

K(t):/(C)E(K)(z)ethz:/(C)h(z)dz.

Veamos en primer lugar que también vale

ezt
K(t) = / ——dz.
(w) hl)
En efecto, si ¢ > C no hay nada que probar, mientras que si p < C' podemos
considerar el rectangulo R con vértices en los puntos pu £ i7", C +¢T. Como h

no se anula en R, vale
ezt
——dz =0,
/BR h(z)

de modo que alcanza con probar que
zt

(&
li ——dz=0
oo | h(z)

donde y*(s) := s 4T para u < s < C. Notemos que para z = s & T vale

|h(2)] > Im(h(2))| = |T — be*Tsen(T'T)| > %

2Que en realidad es un méximo.



para T' mayor que un cierto Ty, mientras que

|€zt| _ ets < eCt
y, de esta forma,
/ gl < 2 CHO — 1) = 0
z| < —e — .
e h(z) | T T a
Ademas, para
1 1 a+be " — pg

Ch(z) z—po h(2)(z — po)
se cumple, si T > Tj:

. 2 —uT 3 —uT
|f(p£iT)| < T2 la — po + be #Tcos(T'r) F ibe *Tsen(TT)| < 72
para cierta constante D. Esto implica
M"riT M"riTo 2 T _ T D
/ f(z)dz| < / f(z)dz +% <M
p—1iT pn—1iTop T
para cierta constante M y luego
p+iT
/ f(z)e*tdz| < Mett.
pu—iT

Notemos, finalmente, que la funcién es la transformada de g(t) := e#0t, de

modo que

Z—Ho

ezt
/ dz = etot < Mt
(w) #— Ho

ezt
dz
/(/t) h(z)

para cierta constante k. En consecuencia, escribiendo

Se deduce entonces que

K ()] = < ket

u(t, ,0) = ¢(0)K(t) + b/OT K(t—s)p(s—1)ds

obtenemos

[ut, 6,0)| < 16(0) ket + b]]|¢]|ck / M=) s
0

.
<k (1 n b|€ﬂ) 6ot



