Ecuaciones diferenciales con retardo

Clase 11, versiéon preliminar. Para criticas, llame al 0800-delay... y
espere a ser atendido

En la clase previa vimos que si ® es un sistema semidindmico continuo
auténomo entonces el conjunto w-limite de cualquier X € E es cerrado y posi-
tivamente invariante. Ademads, si la érbita de X es precompacta se verifica que
w(X) es no vacio, compacto, invariante, conexo y ademds vale: ®(t, X) — w(X)
para t — +oo. En particular, si ® es el (semi)flujo asociado a una ecuacién con
retardo

X'(t) = F(X))

con F localmente Lipschitz, podemos escribir
O(t, ¢) = Xe(0)
y entonces el w-limite de cierta ¢ € C([—7,0],R™) esta dado por
w(p) ={y € C(]—1,0,R") : || X, (¢p) — Y|l — Opara ciertos t, — +oo}.

Como vimos, w(¢) puede ser vacio, por més que (a diferencia del caso sin re-
tardo) la érbita O (¢) sea acotada. Por eso, la condicién habitual es que F sea
un operador compacto; en tal caso se puede asegurar que si O (¢) es acotado
entonces su clausura es compacta y, en consecuencia, w(¢) # @. En efecto, el
resultado es bastante claro a partir del teorema de Arzeld-Ascoli, pues si existe
una constante M tal que || X¢(¢)||oc < M para todo t, entonces existe C' tal
que vale, para X = X(-,¢), que || X'(¢)|| = ||F(Xy)| < C para todo t. Esto
dice que el conjunto O4 (¢) es equicontinuo y entonces su clausura es compacta.
Aunque sea evidente, vale la pena aclarar que O (¢) es acotada si y solo si el
conjunto { X (¢, ¢) : t > 0} es acotado en R™. Otra propiedad inmediata es que si
una solucién converge a cierto ¢ € R™, su limite es necesariamente una solucién
constante. Si ignoramos el isomorfismo entre R™ y el subespacio de funciones
constantes de C([—7,0,R"), podemos decir directamente que ¢ es un punto de
equilibrio:

Proposicién 0.1 Si X (t,$) — ¢ para t — oo entonces Oy (c) = {c}.

Demostracidn: Dado € > 0 fijamos to tal que || X (¢, @) — || < € para todo t > to;
luego, || Xt — || < € para todo t > to + 7. Se deduce que ®(t,$) — ¢ para



t — 400 y entonces w(¢) = {c}. Pero sabemos que w(¢) es invariante, asi que
®(t,¢) = ¢ para todo t. Esto prueba que ¢ es un equilibrio. O

El w limite sirve, entre otras cosas, para estudiar la estabilidad de un equi-
librio: es facil ver que e es (localmente) asintéticamente estable si existe un
entorno U C C([—7,0],R™) tal que O4(¢) estd acotada y w(¢) = {e} para toda
¢ € U. En caso de que U sea todo el espacio, e resulta asintéticamente estable,
es decir, un atractor global. En efecto, si e es asintéticamente estable existe
U tal que para todo ¢ € U se cumple que X(¢,¢) — e para t — oo y esto,
como vimos, implica que w(¢) = {e}. Reciprocamente, si w(¢) = {e} entonces
existe ¢, — +oo tal que || X¢, (¢) — €|loc — 0. Supongamos que también ex-
iste s, — 400 tal que X (sn,¢) # e, luego | X5, (¢) — €]|lc > € > 0 para cierto
€ > 0. Luego, tomando una subsucesién, podemos suponer que X, (¢) converge
a cierta ¢ # e. Por definicién, ¢ € w(e), lo que es absurdo.

A modo de ejemplo, consideremos la ecuacién logistica

N'(t) = N(t)(1 = N(t — 7)),

cuyos equilibrios son 0 y 1. Si Ny = ¢ > 0, es inmediato verificar que la
solucién esta definida para todo ¢t > —7 y se mantiene mayor o igual que 0. En
efecto, observemos en primer lugar que si IV estd definida hasta cierto to > 0
y N(to) = 0, entonces por unicidad vale N(¢,¢) = 0 para todo t > to. Este
es otro ejemplo de soluciones que se ‘unifican’ a partir de cierto ty... aunque,
hilando més fino, podemos ver que esto solo puede ocurrir si tg = 0 (es decir,
¢(0) = 0). Esto sale directamente integrando la ecuacién a partir de 0:

N(t) = N(0)eJo(1=N(s=m)ds, (1)

Por otra parte, esta misma idea permite mostrar, segun el método de pasos, que
la solucion esta globalmente definida: una vez que la conocemos para t < nr,
la férmula

N(t) = N(nr)eln-(0-N(s=m)ds

la extiende hasta (n + 1)7 y asi sucesivamente. Mds aun, el comportamiento
asintotico de la solucion se puede analizar a partir de las siguientes observaciones
elementales:

1. Si N > 1 a partir de cierto tg, entonces N’ < 0 a partir de tg + 7 y
luego converge, para t — 400, a cierto limite. Como vimos, dicho limite
es un punto de equilibrio, asi que N(t) N\, 1 para ¢t — 400 (obviamente,
podemos afirmar que decrece recién a partir de g + 7).

2. Si N <1 a partir de cierto tg, entonces N’ > 0 a partir de tg+7. Entonces
hay dos opciones:

e »(0)=0y N(t) =0parat>0.
e ¢(0) >0y N(t) /1 parat — +oo.



3. Si no ocurre ninguna de las situaciones anteriores, N oscila alrededor de
1. Supongamos que N(t;) = N(t2) =1y N > 1 en (¢1,t2), entonces
N alcanza su méximo en dicho intervalo en cierto valor t,,,,. Como
N'(tmaz) = 0, se deduce que N (tmax —7) = 1y por lo tanto tpee — 7 < t1.
Reescribiendo ahora la férmula (1) a partir de ¢1, obtenemos

Nltas) = N(tl)efttlnmw(lfN(sf‘r))ds < etmor—t < (T
Esto prueba que N(t) < e para todo t > t;.

En definitiva, concluimos que para cualquier ¢ > 0 la érbita O, (¢) es acotada
y w(¢) es no vacio.

Lo visto hasta ahora alcanza sacar conclusiones respecto del equilibrio trivial:
si ¢(0) = 0 entonces N = 0 a partir de ¢t = 0 y obviamente w(¢) = {0}. Pero,
en cambio, si ¢(0) > 0 el segundo de los casos anteriores nos dice que N(t) /4 0
para t — 400, asi que 0 no puede ser un equilibrio asintéticamente estable.
Esto es consistente con el hecho de que la linealizacién en 0 da por resultado la
ecuacién N'(t) = N(t), para la cual el 0 es inestable. En rigor, 0 no puede ser
punto limite de ninguna ¢ tal que ¢(0) > 0 y, mds aun, existe una constante
¢ > 0 independiente de ¢ tal que

. S e
ltlinﬁgof N(t,¢) > c

Para ver esto, solo hay que encontrar una cota inferior para aquellas soluciones

que oscilan alrededor de 1. Como antes, si para t; < to vale N < 1 en (ty,t3)

y N(t1) = N(t2) = 1 entonces el valor minimo en dicho intervalo se alcanza en

cierto tymin < t1 + 7y, agrandando t; si hace falta,

N(bmin) = N(t1)eli7 " Q=NG=m)ds 5 otmin—t)(1=e7) > or(1=c")

Sin embargo, el andlisis del otro punto de equilibrio es més delicado. Si
ocurre alguno de los primeros dos casos, es claro que w(¢) = {1}, pero no es
facil ver lo que ocurre con aquellas soluciones que oscilan alrededor de 1. La
ecuacion linealizada es ahora

u'(t) = —u(t —71)

que -como sabemos- es asintéticamente estable para 7 < 7 e inestable para
7 > . En consecuencia, para 7 < 5 sabemos que hay estabilidad asintética...
pero solamente local. Por supuesto, no se puede probar que 1 es un atractor
global, ya que existe otro equilibrio, aunque en el caso sin retardo es inmediato
verificar que todas las soluciones tales que N(0) > 0 convergen a 1. De esta
forma, es razonable pensar que para 7 chico esta propiedad se mantiene, es
decir, que 1 es atractor para todas las soluciones con condicién inicial ¢ > 0 tal
que ¢(0) > 0. En efecto, observemos en primer lugar que las cotas anteriores

pueden mejorarse sucesivamente: si IV oscila alrededor del 1 y ya sabemos que



vale o < N(t) < 8 a partir de cierto valor s, entonces tomando ¢; < to mayores
que S+ T Y tmaz, tmin como antes se deduce que

N(tmas) < i A-NGs=m)ds o r(1-a)
N(tmln) g efttlmin(l—N(s—‘r)) ds 2 67(1—5).

Si llamamos g(z) := e™(1=7) las primeras cotas que obtuvimos dicen que existe
s1 tal que
eT 7 = g(g(0)) < N(t) < €™ = g(0)

para t > s;. Inductivamente, se ve que existe s,, tal que
g°"(0) < N(t) < ¢*"~(0) ()

para t > s,. FEn resumen, tenemos: jun sistema dindmico discreto! La funcién
g es decreciente y positiva, luego g2 = g o g es creciente y

0<g%*0)<g*0)<...

9(0) > ¢*(0) > ¢°(0) > ...
En consecuencia, las sucesiones g?"~1(0) y ¢g**(0) convergen respectivamente
a ciertos limites L > g(L). Es facil ver que se trata de puntos fijos de g2:
por ejemplo, a partir del limite ¢g>*~1(0) — L obtenemos ¢*>"(0) — g(L) y
g*"(0) — g(g(L)), de donde se deduce ¢*(L) = Ly g°(9(L)) = g(L).
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Veamos que si 7 < 1 entonces el tnico punto fijo de ¢? es 1, lo que prueba
que N(t) — 1 para t — +oo. En efecto, x > 0 es punto fijo de g2 si y solo si
g(g(z)) = x o, equivalentemente, g(x) = g~ '(z), es decir:

prl-m) _ oz
T
Consideremos la funcién ¢(z) := e7(1=%) 4 Iz v observemos que ¢(07) = —oo,

p(400) = 400. Ademads, ¢'(x) =0 si y solo si

El término de la izquierda es siempre menor o igual que %, de modo que ¢ es
estrictamente creciente para 7 < 1. En consecuencia, g no tiene otros puntos
fijos ademds de x = 1.

Es claro que la cuenta anterior con la g no permite mejorar el valor de 7, ya
que si 7 > 1 se verifica que ¢’(1) < 0 y entonces ¢ toma el valor 1 al menos tres
veces. Sin embargo, acotando con mas cuidado los anteriores valores N (tyaz) ¥
N (tmin), se puede probar que la restriccién que impusimos para 7 es excesiva.
En rigor, el resultado vale para 7 < % y se ha conjeturado que se puede extender

‘un poquito méds’, para 7 menor que el valor § que surge de la linealizacion.



