Ecuaciones diferenciales con retardo

Clase 1, versién preliminar (las criticas son bienvenidas)

1 Introduccion

Con probabilidad 1, la primera clase de un primer curso sobre ecuaciones difer-
enciales comienza con el siguiente ejemplo

2 (t) = z(t).

Mis alld de las bromas estudiantiles sobre la funcién exponencial', todo el
mundo acepta inmediatamente que x(t) = e’ es una solucién y, con un minimo
esfuerzo adicional, que todas las soluciones son de la forma z(t) = Ce’, en donde
C' es una constante arbitraria. Podemos suponer C' € C y entonces es facil ver
que la férmula obtenida abarca todas las posibles soluciones complejas de la
ecuacion. Muy pronto, esta idea elemental se transforma en un método general
para obtener soluciones de ecuaciones lineales con coeficientes constantes: “pro-
poner” soluciones de la forma x(t) = e* y hallar los valores de A que anulan el
polinomio caracteristico asociado a la ecuacién. Claro que en nuestro ejemplo,
todo se torna bastante trivial: como @’(t) = Az(t), al reemplazar en la ecuacién
resulta
Az(t) = x(t)

y el polinomio caracteristico es P(A) = A — 1, que obviamente tiene al valor
A =1 como Unica raiz.

Sin embargo, la situacién cambia de manera drastica si suponemos que la
ecuacion tiene un retardo 7 > 0, vale decir

2(t) =t —1).

En efecto, ahora al reemplazar z(t) = e* en la ecuacién resulta

e(t) = z(t —7) = M) = e a(t).

En consecuencia A debe ser solucién de la ecuacién caracteristica P(\) = 0,
donde P ya no es un polinomio sino una funcién trascendente: P(\) = A —e™?7.
Como A = 0 no es raiz, podemos reemplazar z = % y escribir la ecuacién anterior
como

ze”T/F = 1.

L‘Eh, integrate’. ‘;Para qué? Da igual.’




Notemos ahora que la funcién g(z) = ze~7/# tiene una singularidad esencial
en z = 0 y no se anula en C\{0}; luego, por el teorema de Picard se deduce
que ¢g~1(1) tiene infinitos elementos, es decir: las soluciones de la ecuacién
caracteristica forman un conjunto de la forma {\g }ren con [Ag| — oo. Esto im-
plica que la ecuacién diferencial tiene infinitas soluciones complejas de la forma
x(t) := e*?’; mds aun, cualquier combinacién lineal compleja de estas funciones
también es solucién, de modo que el espacio de soluciones tiene dimensién in-
finita. Esto vale también si estamos interesados tinicamente en las soluciones
reales, pues es claro que z es solucién compleja si y solo tanto Re(z) como Im(x)
son soluciones reales. ;Son estas todas las soluciones posibles? Es facil ver que
no aunque, como veremos mas adelante, la tarea de caracterizar el conjunto de
soluciones requiere algo de trabajo.

No hace falta en realidad conocer con precisién los temas que hemos men-
cionado; el objetivo de esta introducciéon era dar una primera idea acerda de
la complejidad del tema que vamos a estudiar. A partir del ejemplo maés ele-
mental de todos hemos llegado, en pocas lineas, a invocar uno de los teoremas
mas profundos e interesantes del analisis complejo, de modo que cabe esperar
en esta materia un recorrido de lo mas atractivo, que involucra diversas ramas
de la matemaética.

2 Motivaciéon - Modelos de crecimiento pobla-
cional

La manera mas elemental de describir el crecimiento de una poblacién esta dada
por el modelo de Malthus. Se asume que existe una tasa b > 0 de nacimientos
y una tasa d > 0 de muertes; de esta forma, si N es la poblacién en el instante

t, se tiene:
N'(t) = —dN(t) + bN(t).

Sin duda se trata de un modelo poco realista, pero su resolucién es muy sencilla
y servird como primera motivacién para estudiar ecuaciones mas generales. Si
suponemos por ejemplo que N (0) = Ny, la solucién es N(t) = Noe®=Dt, cuyo
comportamiento depende del signo de b — d. Como se trata de poblaciones, es
l6gico suponer Ny > 0; en tal caso la solucién crece y tiende a infinito para ¢ —
400 cuando b > d y decrece hacia 0 para t — +o0o cuando b < d. El valor b =d
no tiene mayor interés, pues dice que la poblacién se mantiene constantemente
igual a Ny. Para b # d, la tnica solucién constante o equilibrio es N = 0.
Notemos que las anteriores observaciones respecto del comportamiento de la
solucién para t — 400 siguen valiendo incluso para Ny < 0, vale decir

lim |N(t)] =400 sib<d

t——+o0

lim N()=0 sib<d

t—+oo



Esto se puede expresar diciendo que N = 0 es un equilibrio inestable cuando
b > d y asintéticamente estable cuando b < d. También se puede decir, en este
caso, que N = 0 es un atractor global del sistema (més adelante veremos una
definicién més precisa de todos estos conceptos).

Un poco maéas apropiado es el modelo logistico de Verhulst, en el que se
asume que la poblacién se autoregula condicionada por algin factor que limita
su crecimiento indefinido (por ejemplo, escasez de algin recurso). Se asume que
hay un valor maximo M tolerable de poblacién; de esta manera, la poblacién
crece cuando Ny es menor que dicho valor y decrece cuando es mayor. Una
manera de obtener este comportamiento consiste en suponer que la tasa de
crecimiento %/ es proporcional a la diferencia M — N, es decir

N'(t

N} =01 = N (o).
o bien

N'(t) = N(t)(b— aN(t))

donde b,a > 0. La ventaja de escribirlo de esta manera es que podemos acep-
tar N = 0 como solucién; la ecuacién tiene ademas otro equilibrio que es el
valor M := g. Esta ecuacion también es facil de integrar empleando fracciones
simples; la solucién general para Ny # 0 tiene la forma

b
N(t)= ———,
®) a+ Ce™ bt
con C := Nio — a. Por supuesto, los valores iniciales Ny < 0 no tienen sentido en
el modelo bioldgico; es facil ver que la solucién no esta globalmente definida en

el intervalo [0, +00) pues se hace infinita cuando ¢ se aproxima al valor W.

Para Ny > 0, se comprueba que N(t) — g si t — 400, lo que muestra que el
equilibrio N = g es asintéticamente estable, mientras que N = 0 es inestable.
Esto resulta obvio pues conocemos la solucién; sin embargo, a fin de analizar
ejemplos més abstractos es 1til ver cémo se pueden obtener estas conclusiones
directamente a partir de la ecuacién. Supongamos por ejemplo que Ny > £,

a
entonces inicialmente resulta N’(t) < 0. Observemos, ademds, que N(t) # 2
para todo tg, pues el problema de valores iniciales

N' = N(b-aN), Ntg)=">
a

tiene por tnica solucién el equilibrio N = 2. Se deduce que N(t) > 2 (y,
en consecuencia, decrece) para todo t. Por resultados cldsicos de la teorfa de
ecuaciones ordinarias, estd definida en [0, 400) y, ademds, converge a un valor

limite N, > g. Reemplazando en la ecuacién se deduce que

. / _ _
Jim N'() = N.(b—al.).

Por otra parte, observemos por ejemplo que para todo k£ € N vale

N(k+1)—N(k) = N'(t)



para cierto t € (k,k + 1), lo que prueba que N.(b — aN,) = 0y, en definitiva,
que N, = g. Un razonamiento analogo vale para las soluciones que comienzan
con un valor Ny € (07 g) Notemos que el equilibrio N = g es asintéticamente
estable pero no un atractor global, pues solo convergen a las soluciones que
comienzan con un valor inicial positivo. Por ejemplo, en el siguiente gréfico se
muestran dos trayectorias paraa =1y b= 2:

La idea de introducir un retardo en este tipo de modelos surge de efectuar
la sencilla suposicién de que los nuevos individuos tardan un cierto tiempo 7
en alcanzar la madurez (algunos mds que otros, claro... aunque esto no se
tendrd en cuenta aqui). En general, se entiende que la ‘madurez’ viene dada
por la capacidad de reproducirse; entonces los dos modelos anteriores toman
respectivamente la siguiente forma:

N'(t) = —dN(t) + bN(t — 1)

N'(t) = N(t)(b— aN(t — 7).

A diferencia del modelo sin retardo, ya no es facil obtener soluciones explicitas
mas alla de los equilibrios, que son los mismos de antes. El primer caso es una
ecuacion lineal, que estudiaremos de manera detallada; el segundo es un caso de
una ecuacion no lineal, que en general pueden ser muy complicadas aunque en
ciertas situaciones es posible efectuar un estudio cualitativo bastante completo.

Por supuesto, los ejemplos anteriores no agotan los posibles modelos de crec-
imiento poblacional. La ecuacién logistica tiene la desventaja de que no incluye
explicitamente el valor d; en tal sentido, en otros modelos se prefiere dejar a los
muertos donde estaban y proponer otro mecanismo auto-regulatorio:

N'(t) = —dN(t) + bN(t — T)o(N(t — 7).

El caso ¢ = 1 recupera la ecuaciéon de Malthus con retardo; en general, se supone
que ¢ se hace mas pequeno a medida que N crece. Por ejemplo, en el modelo



de Nicholson para ciertas poblaciones de insectos el valor de ¢ expresa la prob-
abilidad de supervivencia de una larva, dado por una distribucién exponencial:
@(z) = e=®/No_ Se obtiene entonces una ecuacién de la forma

N'(t) = —dN(t) + bN (t — 7)e N7,
Mas en general, podemos considerar ecuaciones o sistemas de la forma

a'(t) = ft,2(t),=(t — 7)) (1)

en donde 7 puede ser constante o una funcién 7(¢, z(t)). También existen situa-
ciones en las que hay més de un retardo:

2(t) = ft,x(t),z(t —11),...,2(t —7N)).

Los ejemplos previos son casos de retardos discretos, a diferencia de las ecua-
ciones con retardos distribuidos, que contienen términos de la forma

/tt k(t —s)z(s)ds = /OT k(s)z(t — s) ds,

-7

en donde el nicleo k satisface fOT k(s)ds = 1. Esta situacién incluye el caso
de retardo no acotado T = 400, en el que z'(t) depende de toda la historia
{z(s) : s < t}. En ocasiones resultard de utilidad escribir la ecuacién como

' (t) = F(t,zy),

donde F' es un operador definido en un subconjunto de R x C, para algin
espacio C' apropiado de funciones continuas y x; denota la funcién definida
por x4(s) := x(t + s). Por ejemplo, la ecuacién (1) se puede escribir como
2'(t) = F(t,x¢) tomando C = C([—7,0]) y F': R x C — R dada por F(t, ¢) :=
f(t,#(0),¢(—7)). Pero esta notacién también incluye ecuaciones con retardo
distribuido; por ejemplo, la ecuacién

2/ (t) = —dz(t) + /t k(t — s)z(s)ds

-7

se puede escribir 2/ (t) = F (), donde F : C([—7,0]) — R estd dada por

F(6) = —do(0) + /O k(s)6(—s) ds.

En algunos casos tiene interés estudiar también ecuaciones o sistemas de orden
superior. Como motivacién, podemos comenzar considerando la ecuacién del
péndulo con friccién

u” (t) + cu'(t) + asenu(t) = 0,

cuyos equilibrios son u© = km con k € Z. Observemos que si u es solucién en-
tonces también u+ 27 es solucion, de modo que podemos limitarnos a considerar



las soluciones tales que u(0) € [0,27). Como sugiere la intuicién, el equilibrio
u = 0 es asintéticamente estable: para una explicacién informal, basta observar
que si u estd cerca de 0 entonces senu >~ u; luego, si A1, A2 € C son las raices de
la ecuacién caracteristica

M4+ed+a=0

entonces las soluciones que comienzan cerca del origen verifican

At t

u(t) ~ ajeMt 4 aze?
si A1 # Az o bien
u(t) ~ ae + bte

si A1 = X2 = \. Observemos que si ¢> > 4a entonces las raices son nimeros
reales negativos, por lo cual u(t) — 0 para t — +oc. En cambio, si ¢? < 4a las
races son complejas, con parte real —¢/2 < 0 y también se deduce que u(t) — 0.
En cambio, u estd cerca de m entonces senu ~ m — u y las soluciones verifican

At Aot

u(t) ~ 7+ a;e™’ 4 age
con A, Ay € Ryg. Esto muestra que el equilibrio u = 7 es inestable; cabe
preguntarse, entonces: jes posible agregar a la ecuacién una fuerza externa
que lo estabilice? La idea intuitiva consiste en suponer que estamos cerca del
equilibrio pero el péndulo cae, entonces lo ‘empujamos’ hacia el lado opuesto al
de la caida con cierta fuerza proporcional a la distancia al punto de equilibrio
equilibrio. Pero este proceso no es instantaneo, ya que se tarda cierto tiempo 7
en ‘reaccionar’. Se obtiene entonces la ecuacién

u’ (t) + cu (t) + asen(u(t)) = p(r —u(t — 7)).

Es posible probar que, para cierto p > 0, el equilibrio © = 7 se vuelve estable.
Pero para comenzar veremos un ejemplo mas sencillo, que permitird mostrar de
manera inmediata que el mundo de las ecuaciones con retardo es muy diferente
al de las ecuaciones ordinarias.

Supongamos, como en el caso previo, un problema de ‘control’: se procura
que una cierta cantidad u(t) se mantenga cercana a 0. Para esto se propone
una ecuacion de la forma

W) = eft),

con la estrategia de disminuir el valor de u en caso de que u sea positivo y
aumentarlo en caso contrario. Por ejemplo, se puede elegir un control ¢(t)
proporcional a u(t), vale decir ¢(t) = —awu(t) para cierta constante o > 0. De
esta forma, para cualquier valor inicial de u resulta u(t) — 0 para t — +oo.
El valor « proporciona una medida de la velocidad con que u se va a 0; més
precisamente, u(t) = u(0)e”**. Sin embargo, si la accién del término ¢ tiene un
retardo, la situacién es muy diferente. Por ejemplo, consideremos @ = 1 y la
ecuacion
u'(t) = —u(t — 7).



La idea intuitiva es que si reaccionamos répidamente (es decir, si T es pequefio),
entonces todavia podemos controlar u, pero tomando por ejemplo 7 = —%
resulta que u(t) = sen(¢) es solucién, ya que

u'(t) = cos(t) = sen (ﬁ - t) =—u (t - E) .
2 2
Esto da lugar a una primera novedad respecto de las ecuaciones ordinarias: las
soluciones de esta ecuacién pueden ser oscilatorias, es decir, tener ceros arbi-
trariamente grandes. Para 7 = 0 esto no puede ocurrir pues las trayectorias no
se cruzan y u = 0 es solucién. Podriamos suponer, de todas formas, que todavia
logramos controlar u ya que se mantiene acotada; sin embargo, para valores
mayores de 7 se obtienen oscilaciones no acotadas: un verdadero descontrol.
A fin de entender mejor la situacién, en la préxima clase efectuaremos un
estudio completo de la ecuacién con retroalimentacién o feedback

' (t) = —au(t — 7). (2)



