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1. La definicion de la transformada de Fourier

Definicién 1.1 Si f € LY(R") definimos su transformada de fourier por

fley=@m) ™2 | flo)e ™ dr

Rn

donde x - £ significa el producto escalar
Observacion 1.2 Tenemos la obvia pero importante estimacion
I lloo< @m) 2 | I -

Designemos por F el operador transformada de Fourier. Asi F : L'(R") —
L>(R™) es un operador lineal acotado.

Teorema 1.3 Sea f € L'(R") entonces f es uniformemente continua en R™.

Demostracién: Como f € L*(R"), dado € > 0 encontraremos un n = n(¢) > 0

tal
/‘ | f(z) | do < <.
|z[>n

Por la continuidad de e=%# existe un § = d(¢) > 0 tal que
si|zl<d=le®—1|<e.

Tomemos h tal que || h ||< % (que depende de € pero no de &). Por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz si

lell<n=lz-h[<[[z]-|[rl<n]|hl<d

=Sle ®h _1|<e



y entonces resulta que:
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con C una constante (depende de f pero no de ¢). Esto prueba que fes unifor-
memente continua. O

2. La transformada de Fourier y las derivadas

El siguiente teorema permite calcular la transformada de fourier de una a
derivada:

Teorema 2.1 Si f € CYH(R™) N LY (R™) es tal que

i)
68 gj € LY(R™)
f(x) =0 cuando |z|— 0
entonces

[
a2, O =16 1)

Demostraciéon: Integrando por partes se tiene:

af —n/2 af —ix~§
s =02 [ @) et da

= (2m)2%ig; | fla) e Edr = ig; (£).

R



Corolario 2.2 Supongamos que f € C*(R™) es tal que
i)
DPf e LY(R™) para | B|< k (en particular D°f = f € L*(R™))
i)
DPf(x) =0 para B <k

y que a es un multi-indice tal que | a |= k entonces

~

Df(€) = (i) F(€)
(por induccion en k).

Caso particular: Tomemos a = (0,0,...,0,2,0,...,0). Queda

Pf o\ on
entonces tenemos que

AFE) =—1€P fe)

El siguiente resultado se refiere a las derivadas de la transformada de Fourier.
Para la demostracion, requerimos un lemas:

Lema 2.3 (derivacién bajo el signo de integral) Sean U C R™, V C R™
abiertos y sea g : U x V — R derivable respecto de &; tal que

‘59
€,
donde h(z) € L'(U), y sea F : V — R" dada por F(§) = [, g(z,&)dx entonces

OF o _ [ 99
0= [ o

Demostracion: Sea £ € V. Si h # 0 es suficientemente pequeno tenemos

(:U,f)‘ <h(z) VY(z,§) eUxV

F(E+ hej) — F(h) :/ 9(x, &+ hej) —g(x, &) ]
h U h '
Ahora por definicién se tiene en cada punto
Jimy h ~ 0 ().
Por otra parte, por el teorema del valor medio:
h 29




(aqui = 6(x,&) € (0,1)), y como h es integrable, por convergencia mayorada

hes) —
h=0 Jis h v 0;
Por lo que se obtiene la conclusién del enunciado. O

Teorema 2.4 Supongamos que f € L'(R") , z;f(x) € L*(R") entonces F es
derivable respecto de &; y se tiene

of e
afgj(é) = (—ia; f)(&)-

Demostracién: Aplicamos el lema anterior a

9(z,§) = (27T)_”/2f(x)e—ix.g

(con U =V =R").

;’g@,&) — (2m)"2(iay) f(a)e
de donde
’gg(m)‘ < (@m)" | 4, f(2) |

que por hipétesis es integrable. Por lo tanto

(€)= 2m) 2 [ (i) fa)e
8£J n
O
Corolario 2.5 Supongamos que o es un multi-indice | o |= k y que 2°f €

LY(R™) para todo B con | B |< k entonces

~ —

(DP£)(€) = ((—iz;)*f)(€)-

3. La formula de inversion

Lema 3.1 Sean f,g € L'(R™) entonces:

(@) = | Fly) gly) e dy.



Demostracion:

(fxg)(@) = [ [f(t)g(z —t)dt

R

= [ s |en = [ gmeevay a

= [ ) gt) e e dyds
R xR"

~

=/ng(y) [(27r)‘"/2 L F® e”'ydt] e Y dy =/ 9(y) fly)e =V dy.

n

O
Caso particular: Si z = 0 obtenemos la férmula

FO G-ty dt= [ fly)gly)dy
R™ Rn

0 sea B R
(f.9)=(f,9) vpara f,ge L'(R").

Lema 3.2 (efecto de una dilatacién sobre la transformada de Fourier)
Si g€ L*(R™) y e > 0, notemos 6.9 a la dilatada de g por el factor ¢ o sea,

d-9(x) = g(ex).

FEntonces

(0:9)(§) = e "g(£/e) = 5:(§)
(donde f. significa la aprozimacion de la identidad f(x) =e " f(x/e)
obtenida a partir de f).

Demostracion: Haciendo el cambio de variable y = c.x = dy = e"dx
(e™ es el Jacobiano)

n
—

(0:9)(€) = (2m) /2 /n glex)e ¢ dr = s*"/ g(y)e 1@/ gy

=e "g(z/e).

Lema 3.3 Si g(z) = e~ 1717/2 entonces §(€) = g(€).

Demostraciéon: Por medio del siguiente lema se reduce inmediatamente al caso
n=1

glz) = e /2

g(0)=1



—z2/2

g'(a) = —ae~""/? = —ag,

por otra parte

d —

& = (izg)(§) = ig'(€) = —€- (&)

Asi pues g es otra solucién de la misma ecuacién diferencial ¢’ = —xg.
Ademas

9(0) = (27r)—1/2/ e Py = 1.
R

Por la unicidad de la solucién, concluimos que g = g. O

Lema 3.4 Si
f(z) = fi(z1).fo(z2) ... fulzn)
con fi1, fa,..., fn € LY(R), entonces

F(©) = fi(&1)-Fa(&2) ... FulEn)-

Demostracién: Es inmediata por el teorema de Fubini

n
~

— (27)""/2 e T gy — 1)~ 1/2 (Ve it dop.
76 = @2m) f()e = widz = T (27) /Rf](» dz;

R™ j=1
= Fi(&) - fo(&2) - FulEn)
O

Teorema 3.5 (Férmula de inversién) Si f € L*(R") y f € L*(R") enton-
ces se verifica que

f@)=@m™" | fwe dy

en casi todo punto.

Demostracién: Eligiendo g(z) = (27‘1’)_”/26_HI”2/2 de modo que [, g(x)dx =
1, resulta que

(F * ge)(@) “2 33 (1 a gy () LOMR B2
3 Lema 3.1 -~ Cin
(f *(0:9))(z) = . F)gley) e ™Y dy.

Ahora cuando € — 0,

~ ~

[ Taten)e™ dy— | Flo@e v dy= 2m) /2 | flyje vy,

por convergencia mayorada (ya que estamos suponiendo que f es integrable y g
es acotada).



Ahora justamente como f,g € L'(R") y

[ stz =1.

se tiene que f * g. — f en L'! con lo que

Fa) = @r) " [ Fweivay 1)

como funciones de L! (es decir en casi todo punto). 0

Observacién 3.6 Se puede ver que la férmula (1) vale en cada punto de con-
tinuidad de f, y mds ain en todo punto de Lebesque de f2.

Definicién 3.7 Para f € LY(R"™) definimos la anti-transformada de Fourier
por

FHD@) = @m7 | F©)e dg
la férmula de inversion afirma que si f € L*(R™) y f= F(f) € LY(R™) entonces

FHF =1

lo que justifica la notacién F 1. Claramente las propiedades de la anti-transformada
son andlogas a las de la transformada.

Observacién 3.8 El Lema 3.1 dice que f xg = F~L(f * 7).
Observacion 3.9 Designemos por ]? la reflejada de f dada por
fla) = f(-)

entonces
FUH =0 [ f-a)e™ de=2m) " | fy)e ™ du = f(O).
R Rn

La formula de inversion entonces afirma pues que

FFH =1

siempre que f y f estén en LY(R™). En particular F* = Id = los tinicos posibles
autovalores de la transformada de Fourier son {£1,£i}.

IWheeden & Zygmund Teorema 9.6 pag. 148.

2Wheeden & Zygmund ejemplo 9.12 pag. 152 teoremas 9,9y9,13.



Observacién 3.10 Por la férmula de inversion, si f € L'(R") y fe LY (R"™)
se tiene, en particular, que

| f lloe< 2m) 2| | de modo que f € L*(R").

Corolario 3.11 Supongamos que f,h € L'(R™) son tales que he LY(R"). En
la formula del Lema 3.1,

(£,@) = (f.9),

pongamos g = h= g= iL, por la formula de inversion queda:
(f,h) = <f, E>(Teorema de Plancherel).

Observacién 3.12 En general es falso que si f € L'(R") = f € L'(R"). Por
ejemplo f = X[_a,a] € L'(R), pero

fl©) = @@m~'/2 _a flz) e do = (%)‘”26_%;;% = (277)—1/2%25),

que no pertenece a L'(R).

4. El espacio de Schwarz

Sea

S(R™) = {f :R™ = R C™ tales que Yo, 8 multindices sup | 2*DPf |< —|—oo} .
rER™

Los elementos de S(R™) se llaman funciones rapidamente decrecientes en co.
La familia de seminormas:

| f lla,s= sup |2z*D7f |
TER™

hace de S(R™) un espacio vectorial topoldgico localemente convexo.

Observacién 4.1 Si f € S(R™) y p € R[X] es un polinomio, p - f € S(R™).
Si v es un multi-indice y f € S(R™) entonces D*f € S(R™).

Observacién 4.2 Si f € S(R™) entonces f € LP(R™) para todo p. De hecho
encontramos M tal que

| 22f(x) |< M para i=1,2,...,n

| (a3 +a5+...+a0)f(z) |[<M-n

0 Ssea Al
f(z)] < —s

|z [?



En particular f(x) — 0 cuando |x| — oo. Mds generalmente: dado k € N,
encontramos una constante C tal que

| (@} +a3+...+a2)f fla) < C,

por lo que

1
Fapdes [ e
/|ac|>1 Jzl>1 | 2 [2FP

+oo
= C’p/ 2kl < oo
1

sin—2kp <0, osea sin<2kp,ok> %.
Esto muetra que f € LP(R™) para todo p.

Los resultados anteriores implican el siguiente resultado:

Teorema 4.3 La transformada de Fourier aplica S(R™) biyectivamente sobre
si mismo y si f € S(R™) se tiene Va multi-indice

— ~

Def(&) = (i) £(£)-

o~ —_—

D(f) = (miw)* f

5. La transformada de Fourier en L? : Teorema
de Plancherel

En particular, si f,g € S(R™) se tiene la igualdad de Plancherel

(f.9) = (f,3),

y por lo tanto, R
| f ll2=Il f [|l2 (tomando f = g).

Como S(R™) es denso en L?(R™) podemos extender por continuidad la trans-
formada de Fourier a un operador F : L? — L2.
La igualdades:

1. (f.9) = (f.9),
2. £ =1 f ll2s



se verificard entonces Vf, g € L?(R").

Andlogamente podemos extender la anti-transformada, con lo que se ve que
F : L? — L? resulta un isomorfismo unitario.

i, Cémo puede calcularse la transformada (o la anti-transformada) de una
funcién f € L?(R™)?

Tomemos un r > 0 y sea g. = fxp(o,r)- LTenemos que g, € LY (R™) y que
g — f en L? cuando r — oo. De hecho

1 f-gr ||§:/ | f(2) |2 dz 0
{ll=]| >}

cuando r — oo pues f € L?. Entonces

If =3rll2=0

en L?, es decir:

3.(6) = (2m) 2 /B o @ fig

en L? cuando r — oo. R
Esto permite calcular f si f € L2(R").

6. Aplicacion a la ecuacion del calor

Consideremos el problema: encontrar una funcién v = u(z,t) con =z € R,
t € R>g tal que
{ ur = Azu  para t>0
u(z,0) = f(z).
Apliquemos la transformada de Fourier en x, o sea introduzcamos la funcién:

u¢,t) = (27r)_"/2/ u(z,t) e % do

n

(operamos formalmente, suponiendo por ejemplo que u(x,t) € S(R™*1)).
Como transformamos solamente en x encontramos que:

—

(’U/t)(f, t) = (a)t(ga t)

(derivando bajo el signo de integral) mientras que:

D)6, ) = — | €[ a(e, 1)

por lo que obtenemos para cada £ un problema de ecuaciones ordinarias

{ (@:(&,t) = — | & [P (s, 1)
u(¢,0) = f(6),

10



con lo que resulta:
-~ 2
(g ) = f(&e .
Queremos hallar su anti-transformada de Fourier
gi(€) = eIt = =2 = 5 g
con A = v/2¢. Siendo

g(&) = 12 o Fl(g) = g.

]:_l(gt(f)) = >\_"]—'_1(g) (i) = @ﬂ%nﬂe—\mﬁ/(m.

o —

Como (f * g)(€) = (2m)"/%f 3,

(g t) = fE)e e
entonces

1

- _ eIzt g
)7 o, (z —x)e 2,

u(z,t) = (f * Ki)(2) =

donde K;(x) = me_mz/(“) (niicleo del calor), pongamos € = /t
1 e
Kt(l’) = W& & lel /4,

entonces K; es una aproximacion de la identidad.

Teorema 6.1 Si f € LP(R"™) entonces

u(z,t) = (z — z)ef‘z|2/(4t)dz

1
(4mt)="/2 Jpn
es C™ en R™ x (0,400) y es una solucion de u, = Agu.

Sip < oo, u(,t) = f en LP cuando t — 0.
Si f es acotada y continua, entonces u es continua en R™ x [0,+00) y

u(z,0) = f(x).
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