Funcion de Green

1— Definicion de la funcion de Green:

Def.: Consideremos un problema de Sturm—-Liouville de la forma
L(y) = - (py’” )2 + gy =r (1)
y(a) = y(b) = O

la funcién de Green para este problema es una funcién G(t, &)
definida para (t,&) € [a,bl X [a,b]l] tal que para cada & € [a,b] fijo

G(t,_) es una solucion (en el sentido de distribuciones) de

L(y) - (py’ )’ + gy = 5§ (2)
y(a) = y(b) = O

aqui 8. (”delta de Dirac concentrada en &)

es la gistribuoién definida para ¢ € CZ(I) por 5§(¢) = (&)
( I = [a,bl )

la condicién L(y) = 5§ gsignifica que si ¢ € CZ(I) tenemos
< L(y),e > = 5§(¢)

o sea que (usando que L es autoajunto)

< y,L(p) > = (&) (3)

si se encuentra G(x,&) es posible resolver el (formalmente) problema para

cualquier r poniendo

b
y(t) = j r(E) G(t,E) dE
a
pues
b b
LIyl (t) j r(€) LIG(t, )1(t) dE = j P(E) 8.(t) dE = r(t)
a a

( mds adelante justificaremos esto rigurosamente)
Por lo tanto haremos la suposicién (X teo. de la alternativa)

de que el problema de Dirichlet homogéneo:

{L(y)=—(py’ ) + qy = r

4
y(a) = y(b) = 0 (4)
tiene como unica solucién y = O

Ejemplo 1.1: Consideremos el problema de Sturm—-Liouville mas sencillo

{y,,:r (p:—l,q:O)
y(0) = y(1) =0



buscamos pues una solucién distribucional de

{ y’ b f— 5
y(0) = y(1) =0
para cada & € [0,1]

Una primitiva de 8. es la funcién de Heavside H,. dada por

g g
_ 0O si t <&
HE(t) B { 1 sit 2> §g
la afirmacién de que HE’ = 5§ significa que si ¢ € CZ(I) tenemos
1
j H_(t) ¢’ (t) dx = j e’ (L) dt = ¢’ (1) — ¢’ (E) = —¢’ (E) = — S(E)
I g g

(7 - p(x) 8.(x) dx )
I .

desde luego cualquier funcidén de la forma

H (t) + a = { o si t < &

g atl si t =2 &
es también una primitiva de 5§
por lo tanto una solucion de y’’ = 5§ es:
t t
y(t) = J HE(X) dx = J o dt = at s1 t < E
0 0
t g t
y(t) = J HE(X) dx = J o dx + J o+l dx = & + (a+1). (L—E) =
0 0 g
=g + at + t —x§ - & = at + vt — &
queremos que y(1) = o« + 1 — & = 0 > elejimos o« = & — 1
> y(t) = (1)t +t - &=t -t +t-—-—& =& (t-1)

con lo que queda
G(t,E) = { t(E-1) si1 t < &
E(t-1) si t > &
con lo que la solucidén del problema es:

t 1
y(t) = j r(E) G(E,t) dE = j r(E) E (t—1) dE + j t(E-1) r(E) dE
o t

I
t 1

= (t-1) [ r&) gag+t [ (8-1) r(&) a
O t

de hecho

t 1
v (L) = (t=1) r(t) t + j r(g) € dE + j (E=1) r(g) dE — t (t—=1).r(t)
o t



1 1

_ J r(g) € dg - J r(g) dg
O t

con lo que: y’’(t) = r(t) y claramente y(0) = y(1) = O

2— Construccion de la funcion de Green para un problema de Sturm—Liouville

Vamos ahora a ver como se construye en general la funcidén de Green

para un problema de Sturm—-Liouville dado:

dado & € [a,b] buscamos y que sea solucién distribucional de

L = - C )+ =5
(y) (py” ) ay £ (2)
yla) = y(b) = O
como ”8§ = 0” en el intervalo [a,&)
(lo que significa que si sopl(e) & [a,&] > 5§(¢) = 0 ] es razonable que

en el intervalo [a,&) y debe coincidir con una funcién y, que cumpla:

L(yl) =0 (A)
yl(a) =0
como 5§ = 0 en (&,bl] es razonable que en el intervalo (&,bl y debe

coincidir con una solucidén de un problema de Cauchy:

L(yZ) = 0
yz(a) =0

(B)

asl pues tenemos que

v(x) = { yl(x) si a < x < E
yZ(X) si € <x <b

veamos que debemos pedir para que se vefique L(y) = 38

g

©
tomemos ¢ € C (1)
b

< L(g),y > = J (-pe’ )’y + gey dx =

E @ b
= Ja (=pe’ )’y + a¢y dx+ JE (=pe’ )’y + qa ¢y, dx =

integrando por partes:

g b & b
(=p ¢’ yl)‘ +(-p ¢’ yz)‘ +J p ey, +qeydx+ J Py, +taqey, dx=
a g "a g

pla) ¢’ (a) yl(a) — p(&) ¢’ (E) yl(E) + p(E€) ¢’ (E) yZ(E) — p(b) ¢’ (b) yZ(b)



£ b
+ J P ey +aeydx + J pPey,+aey, dx
a

g
pidamos que yl(E) = y2(§) (C)
con esto desaparecen los términos de borde ( ya que yl(a) = yz(b) =0 )y
resulta y continua definiendo y(&) = yl(E) = y2(§)
queda.:

g b
< L(e),y > = Ja Py, ¢ +ay ¢dx + JE PyLe +aey, dx =

g b g b
Pyl ‘ +tpyloe ‘ - Ja (py) ¢+ ay, ¢dx - JE (py )¢ +qey dx

p (&) yi(E) p(E) — pl(a) yi(a) pla) + p(b) yé(b) p(b) — p(E) yé(E) e (&)

£ b
+ J L(yl) @ dx + J L(y2)¢ dx
a g

teniendo en cuenta que L(yl) = L(yz) = 0y que ¢(a) = ¢(b) = 0 queda
< L(p),y >=p(&) y (&) (&) - plg) y (&) ¢(&)
como queremos que < L(g),y > = ¢(&) [ condicién (3) 1
debemos pedir que
1
y () — y’ (g) = (D)
1 = b (E)
Veamos que es posible elegir y, €y, que satisfagan (A), (B), (C) y (D)

Para ello comencemos hallando dos soluciones 4, ey, de los problemas

de Cauchy:
) L(gi) =0

gl(a) =0 gi(a) =« # 0
) L(gz) =0

gz(b) =0 gé(b) =R #0

claramente Y, #Z O Y #Z O

se afirma que 4, € 4_ son linealmente independientes: es suficiente ver



que el wronskiano es no nulo en punto (y por lo tanto en todos)

Wia) =

= - gz(a) o

y, (@) y_(a) ‘ ‘ 0 y_(a) ‘

gi(a) gé(a) « gé(a)

debe ser gz(a) # O sino 4, seria una solucién no nula del

problema homogéneo (4)

> son una base de Nu(L) es decir todas las soluciones de L(y) = O son
de la forma y = c¢c 4 + c_ 4y con c ,c_ constantes
1 71 =z ‘= 1’ T2
debe ser y, = d1 Y, (para que yl(a) = 0) y, = d2 Y (para que yZ(a) = 0)
> yl(E) =d, gi(E) =d_ yZ(E) = yZ(E)
1
la condicién (D) da d1 gl(g) - dz gz(g) = o

asl pues dl,d2 deben ser soluciones del sistema homogéneo:

d1 gi(g) B dz gZ(E) =0
< 1
d g (g) —d_ y’ (&) =
1 71 =z Y= b (E)
el determinante es
y () —y (&) y () y_(&)
1 = _ _ 1 = - V()
gi(E) —gé(E) gi(E) gé(E)

que justamente es no nulo

resolvemos entonces el sistema por la regla de Cramer:

0 —gZ(E)
1
pg) 4.8 y_(&) y_(&)
d1 = = = — —
-V(g) —p(E) W(E) W
donde V = p(x) W(x) es constante
gi(E) 0
1
418 o y (&) y (&)
1 1
dZ = = = — —
-V(g) —p(E) W(E) W



con lo que finalmente obtenemos para la funcidén de Green la expresion:

— gZ(E)gi(x)
- — si x < &
1"
G(x, &) y, (B)y_(x)
- — si x 2 &
| 1"

Asi por lo que hemos visto la funcién de Green se caracteriza por

las siguientes propiedades

Para cada € € [a,b]:

1) G(a,&) = G(b,g) =0

2) Para x en los intervalos (a,&) y (&€,b) G es C® como funcién de x v

a aG
L(G(x,E)) = - ——[ plx) —I(x,&) ] + g(x) G(x,&) =0
Ix Ix

3) G(x,&) es continua como funcién de x para cada &

aG
4) En el punto x = & la derivada parcial — (x,&) tiene una
ax
discontinuidad de salto y se verifica:
aG aG 1
lim — (x,8) — lim —— (x,E) = ——
X > & 8x x > & 3x p(g)
x < & x > &
Ademas hemos visto que vale
5) La funcién de Green es simétrica: G(x,&) = G(&,x)
Ejemplo: para el problema antes considerado gl(t) =t gz(t) =t -1
t t—1
p=-1y W= 1 1 =t - (t-1) =1

Teorema: Sea r(x) continua en [a,b] entonces

b
y(x) =j G(x,E) r(g) dg
a

es la (UGnica) solucién del problema



L(y) - (py’ ) + gy =r
y(a) = y(b) = O

Dem: No es licito derivar a lo bruto bajo el signo de integral dado que

el integrando no tiene derivada continua en x = &

X b
y(x) = J G(x,E) r(g) dE + J G(t,E) r(g) d&
a X

para derivar esto respecto de x consideramos la funcién

u X
Fix,u) = [ G(t,8) r(g) dg £(x) = F(x,x) = | G(x,&) r(&) ag
a a
JF JF Ju X 3
£ (x) = — (x,x) + — (x,x) — = J —— G(x,E) r(E) dE + G(t,t) r(x)
Ix Ix Ix a Jx

procediendo de manera analoga con el otro miembro queda:

X 3
v (t) = J —— G(x,E) r(E) dE + G(x,x) r(x) +
a 9dx

b 3 b 3
+ [ —Gx8 r® d - Gx,x) rx) = [ — G(x,8) r(g) a&
X 9x a 9x
resultado que coincide con el que se obtendria derivando directamente

bajo el signo de Iintegral, sin embargo sl derlivamos de nuevo:

=2

t 9 3
v () = [ —— G(x,8) r(&) d& + r(x) lim —— G(t,&) +
=
a o9x & > x 09X
g < x
b a8~ 3
+ [ — G r@® d - rx) lim — G(x,8) =
X Ox g » x 9%
g > X
aG aG 1
pero justamente lim — (x,&) — 1lim — (x,&) =
x > & 3x x > & 3x p(g)
Xx < & X > &
b 8° r(x)
y'(x) = J — G(t,€) r(g) dg — ——
=
a 93x p(x)



b
de donde LIyl = - p y’’ —p’ y + qy = J LIG(_,&)] r(g) d&€ + r(x) = r(x)
a

pues LIG(_,&E)]1(x) = O salvo para x = &

Obs: La funcidén de Green es la uUnica G para la cuidl el teorema se verifica

dem 1: (formal) la tnica solucién del problema Ly = 58 con condiciones
de contorno y(a) = y(b) = 0 es por el teorema:

b
y(x) = J G(x,&) 5S(X) d€ = G(x,s)

a

asl cualquier G que verifique el teorema debe cumplir la definicién que
dimos de la funcién de Green
(esta demostracién encierra una mentira: al demostrar el teorema supusimos

r continua!)

dem 2: (correcta) si G verifica también el teorema

b b _

J G(x,&) r(g) dg = J G(x,&E) r(g) d& para toda r continua
a a

b
N j [G(x,E) — G(x,E)] r(g) d& = O
a

como las continuas son densas en L~ G(x,E) = G(x,E) para casi todo E

Ejemplo: Consideremos el problema de Sturm—Liouville

encontremos la funcién de Green

una base de soluciones de -y’’’ + y = O es { et,e_t ¥
podemos elegir gl(t) = et - gt gl(t) = et + et gl(O) =2
y (£) =y (t—-1) = et™l _ 1Tt o ot b g et
2 1
t -t t—1 1-t
V=V = e — e e - e _
et + &b et™l 4 17T
t t—1 1-t -t t—1 1-t
_ e e - e + - e e - e _
et et—l + el—t et et—l + el—t



* 1 e - e t -1 e - e
= e + e =
1 et_1 + el_t 1 et_1 + el_t
t—-1 1-t
= et 2 el_t + (—et) 1 © e =2 e
1 et_1 + el_t

B (571 178 (et
- si t < &
2e
G(t,&) =
(eE + e_g)(et_1+el_t)
- si t > E
| 2e

Obs: Un tratamiento similar es posible para otras condiciones de contorno



