CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2016

PRACTICA 9: EL ESPACIO DE FUNCIONES CONTINUAS

1. En cada uno de los siguientes casos, decidir si la sucesién de funciones (fy,)nen converge pun-
tualmente y/o uniformemente. Cuando corresponda, decidir si el limite es una funcién continua:

(&) fn: R R, fn(z) = 2",

(b) fo: (L1 =R,  fulz)= 2"

(¢) fn:(0,1/2] = R, fulx) = 2"

(d) fo:[2400) =R, falz) = G,

(e) fn:R—=R, fn(x) =sen (%),

(6) fu: [0, 2R, fale) = 1 - G,
(8) fa:{z€Cllzl <1} =R,  fa(2) = [nz",
(h) fn:C—=C, fn(2) = 52,

2. Sea X # () un conjunto y (fn)nen, (gn)nen dos sucesiones de funciones de X a R que convergen
uniformemente.

(a) Probar que (f, + gn)nen converge uniformemente.

(b) Si (fn)nen ¥ (gn)nen son uniformemente acotadas, probar que (frgn)nen converge uniforme-
mente.

(c) ¢{Es necesariamente vélida la afirmacién anterior si solamente una de las dos sucesiones es
uniformemente acotada?

3. Sea X un espacio métrico compacto, (f,)nen una sucesiéon de funciones continuas de X a R y
f: X — R una funcién continua. Probar que (f,)nen converge uniformemente a f si y sélo si
para toda sucesion (z,)neny C X convergente, la sucesion ( f,,(2r))nen converge a f(limy, o0 r).

4. Sea (fn)nen una sucesion de funciones continuas de [0,1] a Ry f:[0,1] — R tales que (fn)nen
converge uniformemente a f. Decidir si vale la siguiente afirmacion:

/01711 fn(z)de — /01 f(z)dz.

5. (a) Probar que las siguientes series convergen uniformemente en (—1,1):
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(b) (En qué casos la derivada de la serie coincide con la serie que se obtiene derivando término
a término?

6. Consideramos la funcién ¢ : (1,400) — R dada por

)=

ns’
n=1

Probar que la serie converge uniformemente en cada intervalo (1 + €, +o00) hacia una funcién
continua, y que es posible derivarla término a término en dicho intervalo.
7. Sea X un espacio métrico y sea (fy,)nen una familia equicontinua de funciones de X a R que

converge puntualmente a f: X — R.

(a) Probar que f es continua.

(b) Si X es compacto, probar que f, converge uniformemente a f.

8. Sea (fn)nen una sucesion de funciones de [a, b] a R integrables y uniformemente acotadas y para
cada n € N sea F), : [a,b] — R definida por

Fu(z) = / ") dt.

Probar que la sucesién (F),),>1 posee una subsucesion que converge uniformemente sobre [a, b].



