CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2016

PrACTICA 6: COMPLETITUD

. Sea (X, d) un espacio métrico y (2, )nen C X una sucesiéon de Cauchy que tiene una subsucesion
convergente. Probar que (z,)nen €s convergente.

. Sean (X,d), (Y,d') espacios métricos, f : X — Y uniformemente continua y (z,)peny C X una
sucesién de Cauchy. Probar que (f(zy))neny C Y es de Cauchy. ;Sigue valiendo necesariamente
la afirmacion anterior si f es continua pero no uniformemente continua?

. Sea g : R — R dada por g(z) = x2. Probar que g no es uniformemente continua, pero si
(Zn)nen C R es de Cauchy entonces (g(zy))neny C R es de Cauchy.

. Consideramos el conjunto Cp := {(an)neny C R | a, — 0} con la distancia

doo((an)nGNa (bn)nEN) = sup |an - bn’
zeN

Probar que es un espacio métrico completo.

. Probar que si toda bola cerrada de un espacio métrico X es un subespacio completo de X,
entonces X es completo.

. Sea (X, d) un espacio métrico y sean (zp)neN, (Yn)nen C X sucesiones de Cauchy. Probar que
la sucesion (d(n,yn))nen C R es convergente.
. Consideramos en R la métrica

z Yy
T+ |z 1+|yl|

d/(xa y) -

Probar que es equivalente a la métrica usual d(x,y) = |z — y|, pero que R no es completo con la
mtrica d’.

. Sea (X, d) un espacio métrico y sea D C X un subconjunto denso con la propiedad de que toda
sucesién de Cauchy (an)nen C D converge a un elemento de X. Probar que X es completo.

. Sean X e Y espacios métricos con Y completo. Sea D C X un subconjunto denso, y sea
f : D — Y uniformemente continua. Probar que f tiene una tnica extension continua a todo

X.
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Sean (X,d) un espacio métrico completo sin puntos aislados y sea D un subconjunto denso y

numerable de X. Probar que D no es un Gj.

Demostrar que no existe ninguna funciéon f : R — R que sea continua solamente en Q.

Sugerencia: Para cada n € N considerar

1
U, = {x € R | 3U C R abierto con x € U y diam(f(U)) < E}

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Probar que son equivalentes:

(a) A es nunca denso;
(b) toda bola abierta B contiene otra bola abierta By tal que By N A = (;

(¢c) A no es denso en ninguna bola abierta.

Sea (X, d) un espacio métrico.

(a) Probar que si A es nunca denso, entonces X \ A es denso. ;Vale la reciproca?

(b) Probar que si A es abierto y denso, entonces X \ A es nunca denso.
Probar que R™ no puede escribirse como uniéon numerable de subespacios vectoriales propios.

Decidir cuales de las siguientes funciones son contracciones:

() fi R R, fi(x) = cos(a):
(b) fo:R R, fale) = cos(cos(a));
(c) fs:R—=R, f3(x)=e"
(d) fa:R=R, fa(z) ="

) f5:

Sea X un espacio métrico completo y sea f : X — X tal que existe n € N que verifica que
fofo-iof
—_—
n veces

es una contracciéon. Probar que f tiene un tinico punto fijo.

Sea X un espacio métrico completo y sea f : X — X sobreyectiva y tal que existe una constante

¢ > 1 de manera que para todos z,y € X,

Probar que f tiene un unico punto fijo.



