CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2016

PRrRACTICA 3: ASPECTOS BASICOS DE ESPAcios METRICOS

1. Determinar cudles de las siguientes funciones son métricas en R:

di(z,y) = (x —y)?  da(z,y) =]x—yl;  ds(z,y) =22 — 4%, dalz,y) = |z — 2y.

2. (a) Probar que las siguientes funciones son métricas en R":

n n 1/2
di(z,y) = |z —wil;  da(z,y) = <Z(xz - yz-)2> ;o deo(w,y) = sup |z —yil.
=1

— 1<i<n

(b) Para n = 2, dibujar las tres bolas abiertas B(0,1) de centro 0 € R? y radio 1.

3. Sean X un conjunto y § : X x X — R definida por

1 six#y,
5(m,y):{0 siz=y

Probar que § es una métrica y hallar los abiertos de (X, 0).

4. Sea > = {(an)nen C R | (an)nen es acotada} y d: £>° x £*° — R definida por

d((an)neNa (bn)neN) = sup ‘an - bn|
neN

Probar d es una métrica en £°°.

5. Dados a,b € R, a < b, se define Cla,b] = {f : [a,0] = R | f es continua}. Probar que las
siguientes funciones son métricas en Cla, b]:

b
a(f, ) = / @) —g@)| dz;  de = sup |f(z) - g(a)]

z€la,b]

6. Sea N : Z — R la funcién definida por

N(a) = 27" S?a#O, phla y p*t fa,
0 sia =0,

donde p es un primo fijo, y sea d : Z x Z — R dada por d(a,b) = N(a — b). Probar que d es

una métrica en Z.



7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

d
Sea (X, d) un espacio métrico. Se define d'(x,y) = 1+(§éy)) Probar que d’ es una métrica en
L,y

X. Observar que 0 < d'(z,y) < 1 para todo z,y € X.

. Sean (X1,d;), (X2,ds) espacios métricos. Consideremos el conjunto X; x Xo y la funcién du :

(X1 x X32) x (X1 x X2) — R dada por

doo((z1,22), (y1,92)) = max{di(z1, 1), d2(z2,y2)}.

Probar que d, es una métrica en X x Y.

. Sea (X, dn)nen una sucesiéon de espacios métricos tales que para todo n € N y todos x,y € X,

vale 0 < d,,(z,y) < 1. Para = (Zn)nen € Y = (Yn)nen se define

n=1

o0
Probar que d es una métrica en el espacio producto X = HX”‘

n=1

Determinar cudles de los siguientes subconjuntos de R son abiertos y cuédles son cerrados.

0,1;  (0,1); Q@ Qnlo1;  Z;  [0,1)U{2}.

Sea (X, d) un espacio métrico y sean G C X abierto y F' C X cerrado. Probar que F'\ G es
cerrado y G\ F es abierto.

Sea (X, d) un espacio métrico y sea (z,)neny C X. Probar que:

(a) lim z, =z siy sdlo si para toda subsucesién (zy, )ren, lim z,, = .
n—00 k—o00

(b) Si existe € X para el cual toda subsucesion (z,, )ken de (Zn)nen tiene una subsucesion
(n, )jen tal que lim x,, = x, entonces (zp)nen converge y lim z, = .
J Jj—00 J n—00

Sea (X,d) un espacio métrico y sean (Zn)nen, (Yn)nen sucesiones en X. Si lim z, = z y

n—oo
lim y, =y, probar que lim d(z,,y,) = d(z,y).
n—oo n—oo
Hallar el interior, clausura, frontera y derivado de cada uno de los conjuntos del Ejercicio 10.

Sea (X, d) un espacio métrico. Dados a € X y r € Ry, llamamos bola cerrada de centro a y
radio r al conjunto B(a,r) = {z € X | d(x,a) < r}.

(a) Probar que B(a,r) es un conjunto cerrado y que B(a,r) C B(a,r).

(b) Dar un ejemplo de un espacio métrico y una bola abierta B(a,r) cuya clausura no sea

B(a,r).



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sea A = {% / meZ, nEN}. Probar que A es denso en R.

Sea (X,d) un espacio métrico. Probar que z € X es un punto de acumulacién de A C X siy
sélo si existe una sucesién (z,,)nen C A tal que z, — x y T, # Ty, si n # m.

Sea (X, d) un espacio métrico y sean A, B C X. Probar que:

@4 = J G.

G %’giirto
(b) 0°=0 y X°=X.
(c) ACB = A° C B°.
(d) (ANB)°=A°NB°. ;Se puede generalizar a una interseccion infinita?
(e) (AUB)® D A°UB°. (Vale laigualdad?
) A= ) F
F (J:fgng

(g) D=0 y X =X.
(h) ACB = ACB
(i) AUB=AUB. ;Se puede generalizar a una unién infinita?
(j) ANBC ANB.
(k) (X\A)=X\A
) X\A=X\4°

0A es cerrado.

=
o2

A=0(X\A).
" es cerrado.
= A CDB.
)y =A"UB'.
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(X, d) un espacio métrico y sea A C X. ;Es necesariamente cierto que

Sea (X,d) un espacio métrico y A C X un conjunto no vacio. Probar que para todo r > 0,
{r € X | d(A,z) <r}esabiertoy {z € X | d(A,z) <r} es cerrado.

Sea (X,d) un espacio métrico, z € X y A, B,C C X no vacios. Decidir si las siguientes
afirmaciones son necesariamente ciertas:



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

(a) d(A,B) <d(A,x)+d(B,z).
(b) d(A, B) < d(A,C) + d(C, B).

Probar que las métricas en R™ definidas en el Ejercicio 2 son equivalentes.

Sean dj y do dos métricas en un conjunto X. Probar que si existen constantes ¢y, co € Rsq tales
que
di(z,y) < crda(z,y) y da(z,y) < cady(z,y)

para todos x,y € X, entonces d; y ds son equivalentes.
Decidir si las métricas en Cla, b] definidas en el Ejercicio 5 son equivalentes.

Sea (X, d) un espacio métrico y d' la métrica definida en el Ejercicio 7. Probar que d y d’ son
equivalentes.

Un subconjunto A de un espacio métrico X se dice un Gy (resp. un Fy) si es interseccién de una
sucesion de abiertos (resp. unién de una sucesién de cerrados) de X.

(a) Probar que [0,1) es un G5 y un F,, de R.

(b) Probar que el complemento de un Gy es un Fy, y el complemento de un Fy es un Gs.

(c) Probar que todo cerrado es un Gs y que todo abierto es un F,.

Probar que toda familia de conjuntos abiertos disjuntos de R™ es finita o numerable. Dar un
ejemplo de familia de conjuntos cerrados disjuntos que no sea finita ni numerable.

Dado S C R", probar que el conjunto de puntos aislados de S es finito o numerable.

Sea B la coleccién de todas las bolas B(gq,r) de R™ con centro ¢ € Q" y radio racional r. Observar
que B es numerable. Sea S C R™ abierto y « € S. Probar que 3 B € B tal que x € B C S.

Teorema de Lindelof. Sea A CR" yU = (Ui)iel un cubrimiento por abiertos de A. Probar

que existe un subcubrimiento numerable de U que cubre a A.

Sea S C R™ infinito y no numerable. Un punto x € R" es un punto de condensacion de S si para
todo r > 0, B(z,r)N S es infinito y no numerable. Sea T" el conjunto de puntos de condensacién
de S. Probar que:

(a) T es no vacio, cerrado y no posee puntos aislados.

(b) S —T es numerable.

(¢) SNT es no numerable.



