CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2016

PrAcTICA 1: NUMEROS REALES

1. Sea F' un cuerpo ordenado y sea a € F'. Probar que

(a) a-0=0,
(b) (1) a=—a,
(c) sia >0 entonces —a < 0,
(d) a®> >0,
)

. Sea F' un cuerpo arquimediano y sean a,b € F' con a < b. Probar que

(a) sib—a > 1 existe m € Z con a <m < b,
(b) existe g € Q con a < g <b.

. Probar que existe r € R tal que r? = 2.
. Sean a,b € R con a < b. Probar que existe s € R\ Q con a < s < b.

. Probar que para cada x € R existe una sucesiéon (¢, )nen C Q estrictamente creciente tal que

lim ¢, = =.
n—oo

. Probar que para todo subconjunto A C R no vacio y acotado superiormente existe una sucesion
creciente (an)neny C A tal que lim a, = sup A.
n—oo

. Sean (ap)neN, (bp)nen ¥ (€n)nen sucesiones de nimeros reales tales que

(a) dng € N:Vn >ng, an < by < cp;

(b) lim a, = lim ¢, = /.
n—oo n—oo

Probar que lim b, = /.
n—oo

. Demostrar que cualquier subsucesién de una sucesién convergente es también convergente.



9. Sea (an)nen una sucesién monétona. Probar que si existe una subsucesion (an, )ren convergente
a f € R, entonces (a,)nen converge a £.

10. (a) Encontrar una sucesién no convergente (a,)n,en que verifique lim |a, — an41| = 0.
n—oo

(b) Decidir si existe una sucesiéon no convergente (an)nen que verifique lim |a, — apip| =0
n—oo

para todo p € N.

11. Hallar los limites superior e inferior de las siguientes sucesiones:
(a) 1, 3, —1, 1, 3, —1, 1, 3,
3
(b) <_1)n(2+ 7).

v

1= ) sin(n).

sin 5
S9n—1 1

( ) (Sn)neN definida por: s1 =0, s9;, = T S2n+1 = ) + San.
n n
© 5[5

12. Encontrar una sucesiéon (a,) C R tal que liminf a,, = —3, limsupa,, = 5 y el conjunto {a, |n €
N} sea infinito.

13. Sea (an)nen una sucesion de nimeros reales acotada. Probar que o = limsup a,, si y sélo si para
cada € > 0 se verifica:

(a) dng € N tal que Vn > ng, a, < a+ ¢
(b) Vn € N3m > n tal que ay, > o — €.

14. Sea (an)nen C R. Probar que h_)m a, = £ si y sélo si limsup a, = liminf a,, = £.
n [o.¢]

15. Sean (an)nen , (bn)nen sucesiones reales acotadas. Probar que:

(a) limsup(a, + by,) < limsup a, + limsup by,.
(b) Si ay,b, > 0 para todo n € N, entonces limsup(a,.b,) < limsup a,. limsup by,.

(c) Siec > 0 entonces, limsup(c.a,) = c. limsup ay,.

Enunciar y probar resultados andlogos para lim inf.

16. Sea (an)nen C Rso.

(a) Probar que: liminf ntl < liminf /a, < limsup ¥/a, < limsup ntl

Qan Qp
. . . . An+1 " n+1
(b) Deducir que si existe lim € R, entonces existe hm {/ay, y coincide con lim
n—oo Ay n—0o0  QAn
. vn!
(c) Calcular lim —.
n—oo N



