Calculo Avanzado
Primer Cuatrimestre 2016

Ejercicios

Ejercicio 1. Calcular #{(ay,)nen € Q" : a,, — 0y na, no converge}.

Ejercicio 2. Calcular
a) #{(an)neny eNV: Y g a% converge}

b) #{(an)nen € N¥: 37 o diverge}

Ejercicio 3. Consideremos el conjunto
A={(an)neny €L :an > ans1}
en el espacio métrico (£*°,d).
a) Determinar la clausura de A.

b) L(%)nEN € A7

Ejercicio 4. Sean (X,d) un espacio métrico y {z, : n € N} un subconjunto denso numerable.
Consideramos en £, la métrica usual d,. Definimos la funcién f: X — £,, como

f(l') = (d(iL’,LKn) - d<$n7x1))n€N-
a) Probar que f estd bien definida y es continua.

b) Probar que f es una inmersién isométrica, es decir, que

d(z,y) = do (f(2), f(y))

para todos z,y € X.

Ejercicio 5. En C[0, 1] definimos

— 1 |f(re) = g(re)]
Z 281+ | f(re) — g(re)|’

donde {ry}ren es una numeracién de Q N [0, 1].

a) Probar que (C]0, 1], d) es un espacio métrico.



b) Probar que id : (C[0, 1], dw) — (C]0, 1],d) es continua.

Recordar que:
doo(f,9) = méx |f(z) — g(z)|.

z€]0,1]
c) Probar que id : (C[0,1],d) — (C[0,1],dx) no es continua.

Sugerencia: Considere ¢ € C|0, 1] tal que ¢(ry) =0 para 1 < k <ny ¢(rn4+1) = 1. Utilice el Teorema
de Urysohn.

Ejercicio 6. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Para cada z en A€ sea

f: + A — R dada por f.(z) = d(zl - Probar que A es cerrado si y solo si f, es uniformemente

continua para cada z € A°.

Ejercicio 7. Sea A = {(z,y) € R? : y = mux, para algin m € Z}.
a) Si E C A es no numerable, probar que E tiene algin punto de acumulacién en A.
b) Determinar la clausura de A en R2.

c) Calcular las componentes conexas y arcoconexas de AU {(0,1)}.
Ejercicio 8. Si X C R"™ es acotado, entonces R™ \. X tiene una (inica componente conexa no acotada.

Ejercicio 9. Calcular las componentes conexas y arcoconexas del siguiente subconjunto de R?:

({0} x [~1,1]) U { (a:,sen ;) ‘o> o} .

Ejercicio 10. Recordemos que un subconjunto de un espacio métrico es nunca denso si el interior de
su clausura en vacio, que es de primera categoria si es uniéon numerable de conjuntos nunca densos, y
que es de segunda categoria si no es de primera categoria.

a) Un espacio métrico numerable es de primera categoria si y sélo si no posee puntos aislados.

b) Sea f : R — R una funcién continua que no es constante en ningdn intervalo. Si A C R es un
conjunto de segunda categoria, entonces f(A) también es de segunda categoria.

Ejercicio 11. Una funcién f : R — R que es mondtona y sobreyectiva es continua.

Ejercicio 12. Sea B(R) el conjunto de las funciones continuas y acotadas de R en R dotado de la
métrica do y sea D C R. Entonces el conjunto E = {f € B(R) : f(0) € D} es denso en B(R) siy
sélo si D es denso en R.

Ejercicio 13. Sean A y B conjuntos infinitos con a = #A > #B = (3. Definimos P3(A) como el
conjunto formado por los subconjuntos de A que tienen cardinal 5. Probar que: #Pg(A) = #{f : B —
Al = ab.

Ejercicio 14. Sea X un espacio métrico. Decimos que un abierto U C X es regular si U = U



a) Probar que la interseccién de dos abiertos regulares es un abierto regular, pero que la unién de
abiertos regulares no es necesariamente regular.

b) Probar que si C' C X es un subconjunto cualquiera, entonces C° es un abierto regular.

. . . T 17° .
c) Deducir que si U y V son abiertos regulares entonces U UV~ es el menor abierto regular que los
contiene.

Ejercicio 15. Calcular el cardinal del conjunto A = {X C R?: #X =Xy y X = R?}.

Ejercicio 16. Probar que

IFIl = sup {2?|f(2)]}
z€[0,1]

es una norma en C([0,1]) = {f : [0,1] — R continuas}. ;Son ||.|| ¥ ||.]|cc equivalentes?

Ejercicio 17. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando una demostracién

o un contraejemplo seglin corresponda:
a) (f(U))° C f(U°) para todo U C X, entonces f continua.
b) f=1(V°) C (f~1(V))° para todo V C Y, entonces f continua.
c) f continua, entonces (f(U))° C f(U°) para todo U C X.
)

d) f continua, entonces f~1(V°) C (f~(V))° paratodo V C Y.



