Calculo Avanzado
Primer Cuatrimestre 2016

Segundo Parcial - 5/07/2016

Nombre y apellido: LU:

Ejercicio 1. Sea X = {f : [0,1] — R funcidn : f creciente}. Decidir si (X, d) es separable.

Solucién. Dado t € [0,1], consideramos la funcién f; : [0,1] — R definida como

0 sio<x<t
ft(z){1 sit<z<l

la cual es creciente y por lo tanto pertenece a X. Ademds, dados t,t’ € [0, 1] puntos diferentes
(sin pérdida de generalidad con ¢ < t'), tenemos que || f: — fi||oc = 1, pues

0 sio<ze<t
fix) — fo(z) =<1 sit<z<t
0 sit'<z<1

Consideremos ahora la familia B de bolas abiertas de radio 1/2 centradas en las funciones f;.
Las bolas de B son subconjuntos de X no vacios y abiertos, y ademds son disjuntos entre si por
nuestra observacién previa. Como el cardinal de B es ¢ (ya que la asignacién que manda ¢ € [0, 1]
a la bola de centro f; es biyectiva), por el ejercicio 5 de la practica 8 concluimos que X no es
separable.

Ejercicio 2. Sea f : X — Y continua. Sea (K, )nen una sucesién decreciente de compactos

en X. Probar que
f( ﬂ Kn) = m f(Kn)-

neN neN

Solucién. Es claro que f((,cn Kn) € Npen f(Kn). Por el contrario, si y € (), cn Jf(Kn),
entonces para cada n € N, existe z,, € K, tal que f(x,,) = y. Como la sucesién de compactos
es decreciente, K,, C K para todo n € N, y luego la sucesién (x,,) C K tiene una subsucesién
convergente (r,,). Sea x = limx,,. Veamos que = € [ oy K. Sea n € N, existe kg € N
tal que ng, > n. Entonces (2, )k>k, € Kpn. Como K, cerrado, z € K,,. Por iltimo, como f
continua y x,, — x, entonces f(x,,) =y — f(x). Luego, hallamos x € 0,y K, tal que
f(z) =y, como queriamos ver.

Ejercicio 3. Sea X un espacio métrico compacto. Sea (f, : X — R),ecn una sucesién de
funciones equicontinua y equiacotada. Sea g, : X, — R definida por

gn () = méx{f1(z), fa(x),---, fu(@)}-

Probar que (gn)nen converge uniformemente.



Solucién. Veamos primero que las funciones {g,,} son equicontinuas. Sea ¢ > 0 y elijamos
d > 0 tal que si d(x,y) < 6 entonces |f,(7) — fn(y)| < § para todo n € N (es decir, el 0 de la
equicontinuidad de la familia {f,,}). Supongamos entonces que d(z,y) < J. Sabemos que

l9n(®) — gn ()| = | fi(x) = f;(W)] < |fi(z) = f3(@)| + 1 f5(2) — f5(y)],

donde f; es la funcién que realiza el mdximo en x y f; la que realiza el maximo en y. Notemos
ahora que

fi@)+ 5 = H) 2 fily) 2 file) -

5
3
por lo que | f;(z) — f;(z)| < Ze. Como ademds tenemos que | f;(x) — f;(y)| < 5, juntando todo
obtenemos que
|9n () = gn(y)] <&,

lo cual prueba que la familia {g,,} es equicontinua.

Ademds, fijado xz € X, la sucesién (g, (x)) es acotada, ya que por hipétesis todos los valores
fi(x) estan acotados uniformemente por cierto valor M € R, y por lo tanto su maximo también.
Como por definicién (g, (z)) es ademds creciente, se tiene que es una sucesién convergente en
R. Si llamamos g(x) a su limite, probamos que g, — ¢ puntualmente.

Finalmente, tenemos que las funciones equicontinuas g,, tienden puntualmente a una funcién
gy su dominio es compacto. El ejercicio 7.b de la practica 9 nos dice entonces que la convergencia
es uniforme, como queriamos probar.

Ejercicio 4. Sea F un espacio normado.
1. Probar que si B(x1,71) 2 B(wa,72), entonces ||z1 — xa|| < rq — ra.

2. Probar que si E es completo y (B,,)nen €s una sucesién decreciente de bolas cerradas,

entonces ﬂ B, #2.
neN

Solucién. a). Este ejercicio nos pide probar que si tenemos una inclusién de bolas cerradas
entonces la distancia entre los centros en menor a la diferencia de los radios. Hecho que si,
hacemos el dibujo de una bola contenida en otra y miramos el radio que une al centro x; con
el centro xo, es claro a partir del grafico. Inspirados en el gafico, consideramos el vector w que
esta a distancia r9 del centro x5 en la direccidon de 1 a xa. Es decir,

|21 —wl| = [lz1 — 22| + 72.

En efecto, veamos que gracias a la estructura de espacio vectorial, nuestro dibujo se corresponde
con lo que realmente sucede. Sea entonces

— X1 —T2
W= T2 g
Este vector satisface que
_ _ T1—To _
= s = ||rap2=ty | = 2

por lo tanto w € B(z2,73). Como B(xg,72) C B(x1,71) se tiene que
r1 2 o —wl| = H(l + Hmiizxzu) (1 —xz)H = (1 + m) Nlwy = ol = [ley — z2f + 72

, COMO se queria ver. B
b) Dado que B(zp+t1,7n+1) C B(xy,7y), el item a) implica que



0< Hxn - xn-i—l” <rp—Trpgr

En particular, 0 < r,,41 < rp, es decir, la sucesién de radios 7, es una sucesioén decreciente de
nimeros reales acotada inferiormente por 0. Luego, podemos concluir que es convergente, es
decir, existe r € R tal que r,, — r. Si supiéramos que r = 0, por ejercicio 1)c) de la practica 10
tenemos que diam(B(xy,1,)) = 2r,, — 0, con lo cual estarfamos en las condiciones del teorema
de interseccién de Cantor lo que asegura que la interseccién de esta sucesidon decreciente de
bolas cerradas consiste de un solo punto. Pero esto no tiene por qué suceder. Justamente este
ejercicio muestra que podemos prescindir de esta hipdtesis en el caso de espacios de Banach.

Veamos que la sucesién de centros x,, es de Cauchy. En efecto, por el item a) se tiene que
|zn — Tml|| < |rn — Tm| y como 1, es de Cauchy por ser convergente, dado £ > 0 existe ny tal
que si n,m > ng entonces |1, — 7| < &. Por lo tanto, si n,m > ng, |5 — Tm|| < |rn — rm| <
€. Como el espacio E es completo, existe xy € E tal que x,, — xg. Veamos que xy pertenece a
la interseccién de todas las bolas cerradas. Dado m € N, como z,, pertenece a B(2,,,7,,) para
todo n > m por ser estos conjuntos cerrados y x,, — T, entonces tendremos que xy pertenece
a B(xm,rm).

Ejercicio 5. Sea E un espacio normado completo y sea F C L(E;R) un subconjunto de
operadores lineales y continuos. Probar que si para cada x € E, sup ||T(x)|| < 400, entonces
TeF

sup ||T|| < 4o0.
TeF

Solucién. Para cada n € N, sea A, = {2 € E : suppcx ||T(2)|| < n}. Por las hipétesis,
FE = UA"' Ademds, A,, es cerrado para todo n € N. En efecto, si para cada T € F se define

n

fr: E = R por fr(z) = ||T(x)]

, fr es continuay A, = m f71([0,n]) es interseccién de

TeF
cerrados. Como E es completo y no vacio, existe ng € N tal que A, tiene interior no vacio.

Existe entonces 29 € X, € > 0 tal que B(wzg,e) C A,,, de modo que si y € B(xo,¢), resulta
suprer [|T(y)|| < n}. Sea ahora oz € E, ||z|| = 1. Entonces y = zg + .2 € B(xo,¢). Luego,
para todo T' € F,

1
€

M | =

@I =172~ 20))11 < ZUT@)I+ IT@o)I) < = (no + sup [IT(wo)) = M.
TeF

En conclusién, sup ||T(x)|] < M.
fofiZ
x||=

1Sugerencia: Para cada n € N, considerar A,, = {z € E : suppcr ||T(z)|| < n}.



