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PRACTICA 7
Operadores en espacios de Hilbert
. Sean H un espacio de Hilbert, T, € B(H) tales que sup [(T,z,y)| < oo Va,y € H,
n

entonces sup || T, || < oo.
n

. Sean H un espacio de Hilbert, T' € B(H). Son equivalentes:
(a) T es una isometria.

(b) T'T =1.

(c) (Tz,Ty) = (z,y) Va,y € H.

Definiciones: Si H es un espacio de Hilbert y T € B(H), decimos que:

o T es autoadjunto si T =T.
o T esnormal si T'T = TT'.
o T es unitario si es inversible y T~ =T,

e T es positivo si (Tx,x) >0 V€ H.

. (a) Si ¢ e L>[0,1], sea M, : L*[0,1] — L?[0,1] el operador de multiplicacién. Calcular

M, , probar que M, es normal y caracterizar {¢ € L>[0,1] : M, es unitario }.

(b) Si (an)n € £, sea A : £2 — (% dado por Az = (a,y)y,. Calcular A’, probar que A es
normal y caracterizar {(am)n € £ : A es unitario }.

. Sean H un espacio de Hilbert y T' € B(H). Son equivalentes:

(a) T es unitario.

(b) T es unitario.

(c) T es una isometria suryectiva.

(d) T y T’ son isometrias.

. Sean H un espacio de Hilbert y 7' € B(H ) normal. Entonces:
(a) (172 = 1|71

(b) ker(T) = ker(T").

(c) T? =T = T es autoadjunto.

(d) T?=0 = T =0.

. Si H es un espacio de Hilbert y P € B(H) un operador no nulo tal que P? = P, son
equivalentes:

(a) PP=P.
(b) P es normal.
(¢) IPll=1

(d) ker(P) = R(P)*.

. Sean H un espacio de Hilbert y S,T € B(H). Probar que:



10.

11.

12.

13.

14.

(a) T'T y TT' son positivos.
(b) Si T es positivo, S'T'S es positivo.

. Sean H un espacio de Hilbert y 7' € B(H). Probar que R(T) es cerrado si y sélo si T es

acotado inferiormente en (ker(7))*.

. Sean H un espacio de Hilbert y T' € B(H).

(a) Si (Tx,z) =0 Va € H entonces T' = 0.
(b) Dar un contraejemplo de (a) si H es Hilbert real.
(c) Si H es un Hilbert real y T' es autoadjunto, entonces vale (a).

(d) T es normal siy sélo si ||[Tz|| = ||Tz||.
Sean H un espacio de Hilbert y 7,7 € B(H) normales.

(a) Si T,x — Tz Vx € H entonces T),x — T'x Va € H.

(b) Dar un contraejemplo si T}, no son normales.
Sean H un espacio de Hilbert y T' € B(H). Son equivalentes:

(a) T es autoadjunto.

(b) (Tz,z) e R Vx e H.

(c) (z,Tz) eR Vo e H.

(d) (Tz,y) = (z,Ty) Vx,y € H.

) =
(e) (Tz,x) = (z,Tz) Vx € H.

Definicién: Si H es un espacio de Hilbert, T € B(H) se dice isometria parcial siT'| ey 1)+
es una isometria.

Sean H un espacio de Hilbert y T' € B(H). Entonces T es isometria parcial si y sélo si
T'T es proyector.

Sean H un espacio de Hilbert y T' € B(H) positivo. Entonces {z € H : (Tz,z) = 0} es
un subespacio de H.

Sean H un espacio de Hilbert y 7' € B(H) autoadjunto. Si x € H es tal que Tx # 0
entonces Vn € N, T"zx # 0.



