Analisis Funcional - ler cuatrimestre 2016
Espacios DE HILBERT
En la cancha se ven los pingos.

. Probar que son espacios de Hilbert:

n
(a) C™, con el producto escalar (x,y) = Z TrUp
k=1

(b) 2, con el producto escalar (z,y) = Z TrYp,
k=1

(c) L*(X), donde (X, ¥, 1) es un espacio de medida, con producto escalar
(f.9) = / fg dp
X

. Si H es un espacio vectorial y a : H x H —C es sesquilineal y hermitiana, vale la férmula
de polarizacién, Vr,y € H:

a(z,y) = i{a(x—i—y,x—i—y) —a(x—y,x—y)—}-i[a(x—l—iy,m—i—iy)—a(x—iy,x—iy)]}

En particular, en H Hilbert, Vx,y € H:
1 2 2 . T 2112
(w,y) = 7{lle+vlI? = o = yI? +i(llz + iyl = llo = igll?) }

(P lp)s sip#2y (C[0,1], || [[s) no son espacios de Hilbert.
. Sea H un espacio de Hilbert y sea {e,}, un conjunto ortonormal. Son equivalentes:

(a) {en}n es ortonormal maximal.

(b) Sixz € H, xle, Vn, entonces z = 0.

. Ortogonalizacion de Gram-Schmidt: Sea H un espacio de Hilbert y supongamos que {by, }»
es un subconjunto linealmente independiente de H que genera un subespacio denso en H.

(a) Definamos e; = ”Z—i” y, una vez definido e,

n

b1 — > (bni1,ex) e

k=1
€nt+1 = n
641 — Z<bn+1a ek) ekl
k=1
Probar que {e,}, es una base de H.
(b) Si {fn}n es un conjunto ortonormal tal que para cada n € N, existen Aq,...,\, € C,

n
con A\, # 0, tales que f, = Z Ai b; entonces f, = ay ey, con o, € C, |ay| =1 Vn.
i=1
. Desigualdad de Bessel: Sea H un espacio de Hilbert y sea {z,}’>; € H un conjunto
ortonormal. Probar que

N
Vx € H y para cada N € N, Z ez, zn)|? < |||

n=1



10.

11.

12.

13.

o0 [e.9]
Vo e H, Z [, 2,)|? converge y Z [z, 20)]? < ||

n=1 n=1
Sea H un espacio de Hilbert, si {e,}22; es una base de H entonces Vo € H vale:

o0

(a) z= Z(x, €n) €n

n=1

(b) [z =) Iz, en)?

(c) Siye H, (z,y) =) (z,en) (y,en)

n=1
(a) Probar que {e"},en C €2 dado por (€)= 6% es una base de 2.
(b) Probar que {\‘}%
(c) Probar que {%, cos(nmz),sin(nmx)}

nt

:n € Z } es una base de L?[—, 7).

[e.e]

% es una base de L?[—1, 1] considerado como R

espacio vectorial.

. Sean H y K espacios de Hilbert. En H x K definimos

((h1, k1), (ha, k2)) = (ha, ha) i + (K, k2) K

Probar que (H x K, (, )) es un espacio de Hilbert, y que H x {0} y {0} x K son cerrados
y ortogonales en H x K.

Sean H un espacio de Hilbert, S € H un subespacio cerrado propio.

(a) Probar que existe x € H — S tal que LS.

(b) Si St = {x € H:x1S} entonces S* es un subespacio cerrado y S @ S+ = H.
(c) (5H)+=¢

(d) Dar contraejemplos de (b) y (c) si S no es cerrado.

(a) Sean H un espacio de Hilbert, D C H un subconjunto. El subespacio generado por
D es denso en H si y sélo si se verifica

(x,y) =0 Vye D=2=0

(b) En /2 sea S = {:1: €. an = 0}. Probar que S es denso en ¢2.
n=1

Sean S y T subespacios cerrados y ortogonales de un espacio de Hilbert H. Probar que
S @ T es cerrado.

Sean H un espacio de Hilbert, z,,x € H.

(a) x, = z siysolosi (z,,y) = (z,y) Vy € H

(b) Si {e,}n es una base de H entonces e,, — 0

(c) Siz, 2y ||z,] — ||| entonces x, — x

(d) Si {en}n es una base de H entonces z, 5z sy sélo si (z,), estd acotada y
(T, em) = (T, €m) Vm eN

. w . .z . . s
(e) Si z, — x, entonces existe una subsucesién x,, tal que su media aritmética z, =

+(@n, + -+ + zy,,) verifica que 2, — .



14.

15.

16.

Si {x, }nen €s un conjunto ortogonal en un espacio de Hilbert H, son equivalentes:
o

(a) Zajn converge.
n=1

(b) an converge débilmente.

n=1
oo

(c) ZHanQ converge.
n=1

Si {xy, }nen es un sistema ortogonal completo en un espacio de Hilbert H y {yy, }nen es una
sucesion ortogonal en H que verifica

o
Z Hxn - ynH2 <1,
n=1

entonces {yn, }nen €s también completo.

Familias Sumables:

Definicién: Sean E un espacio de Banach, (x;);c; una familia en E. Decimos que Z:Ul

i€l
es de Cauchy si y solo si Ve > 0 IAF C I, F finito, tal que si G1 y Ga son subconjuntos
finitos de I que contienen a F entonces

IS

1€Gy 1€Ga

<e€

Probar que sz es de Cauchy si y s6lo si Ve > 0 3F C I, F finito, tal que si F C G C I,
i€l
G finito, entonces

| 3 =

i€EG—F

<e€

Definicién: La familia (x;);e; es sumable y su suma es x € E si y sélo si Ve >0 IF C I,
F finito, tal que si FF C G C I, G finito, entonces

Hin—xH<e

1€G

17. En un espacio de Banach F, Z x; es de Cauchy si y sélo si (z;);er es sumable.

18.

el
Six= in, Yy = Zyi, A €C, entonces

el i€l

TH+y= Z(Il +y) AN A= Z(Aazl)

i€l i€l



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Six= Z xi, y € H, con H Hilbert, entonces
el

(w.y) = 3 (@i,9).

i€l
Si Z x; es de Cauchy, entonces {i € I : z; # 0} es a lo sumo un conjunto numerable.
i€l
Probar que £2(I) = {(x;)ie; CC : Z |z;|* < oo}, con (z,7) le U;» €S un
i€l el

Sea (x;)ier una familia ortogonal en un espacio de Hilbert H. (z;);cr es sumable si y sélo
si (||zs]|?)icr es sumable y en tal caso

| ]| =3 el

1€l i€l

Desigualdad de Bessel: Sea H un espacio de Hilbert. Si (x;);cs es una familia ortonormal
en Hy x € H entonces (|(z,2;)|?)ics es una familia sumable y

> N, z)? <z
iel

Demostrar que todo espacio de Hilbert H admite una base y que dos bases cualesquiera
son coordinables.

(a) Un espacio de Hilbert es separable si y sélo si todo sistema ortonormal es a lo sumo
numerable.

(b) Si #(I) > Rg, £2(I) no es separable.
Sea H un espacio de Hilbert.

(a) Si (zi)ier es una base de H, entonces Vo € H

x = Z(x,azﬁxz A lz)? = Z] (@, 24)]
i€l icl

(b) Si (zi)ies es una base de H, entonces H es isométricamente isomorfo a ¢2(I).

(c) Todo espacio de Hilbert separable de dimensién infinita es isométricamente isomorfo
a /2(N).




