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ALGEBRA LINEAL - 1er Cuatrimestre 2016

Práctica 6 - Determinante

1. Calcular el determinante de las siguientes matrices:

(
−3 2
4 5

)
,

(
2 −2

−1 1

)
,

 1 2 5
−3 0 −1
1 −4 −2

 ,

 2 −1 3
−1 1 −2
4 −1 5

 .

2. a) Calcular el área del triángulo con vértices en el (0, 0), (2, 2) y (−1, 3).

b) Calcular el volumen del paraleleṕıpedo con 4 vértices en (0, 0, 0), (−1, 2, 2), (2,−1, 2) y
(2, 2,−1). ¿Cuáles son sus otros vértices?

3. Sea A ∈ R10×10 con det(A) = 8. Calcular det(3A) y det(−A).

4. Demostrar, sin calcular, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos. 1 2 3
−1 −2 −3
3 1 −4

 ,

 x y 2x+ 3y
4 3 17
z t 2z + 3t

 ,

 sen2 a 1 cos2 a
sen2 b 1 cos2 b
sen2 c 1 cos2 c

 .

5. Calcular el determinante de las siguientes matrices:


1 1 1 1
1 1 1 2
1 1 3 1
1 4 1 1

 ,


2 3 −2 5
4 −5 0 6
2 0 −1 7
6 3 −4 8

 ,


1 2 3 4 5
2 2 3 4 5
3 3 3 4 5
4 4 4 4 5
5 5 5 5 5

 ,


1 2 3 · · · n
−1 0 3 · · · n
−1 −2 0 n
...

...
. . .

−1 −2 −3 0

 ,


0 0 · · · 0 a1
0 0 · · · a2 0
...

... . .
. ...

...
0 an−1 . . . 0 0
an 0 · · · 0 0

 ,



x a a · · · a
a x a · · · a

a a x
. . .

...
...

...
. . .

. . . a
a a · · · a x

 ,



0 1 1 · · · 1
1 0 x . . . x

1 x 0
. . .

...
...

...
. . .

. . . x
1 x . . . x 0

 .

6. a) Sea A = (Aij)1≤i,j≤n ∈ Kn×n una matriz triangular superior.
Probar que det(A) =

∏n
i=1Aii.

b) Sean B ∈ Kn×n, C ∈ Km×m y D ∈ Kn×m, y sea A =

(
B D
0 C

)
∈ K(n+m)×(n+m).

Probar que det(A) = det(B) det(C).
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c) Sean A1 ∈ Kn1×n1 , . . . , Ar ∈ Knr×nr . Probar que

det


A1 ∗ · · · ∗

0 A2
. . .

...
...

. . .
. . . ∗

0 · · · 0 Ar

 =

r∏
i=1

det(Ai).

d) Sean A ∈ Kn1×n y B ∈ Kn2×n con n1 + n2 = n.

Calcular det

(
B
A

)
en función de det

(
A
B

)
.

7. Calcular inductivamente, para n ≥ 3,

det



2 1 0 · · · 0

1
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 · · · 0 1 2


.

8. Demostrar que las ráıces de la ecuación det

(
λ− a b
b λ− c

)
= 0, para a, b, c ∈ R dados, y

la variable λ, son reales.

9. Probar que no existe ninguna matriz C ∈ GL(2,R) tal que C

(
2 −1
1 3

)
=

(
1 3
2 1

)
C.

10. Dado b ∈ R3×1, ¿puede el sistema de ecuaciones lineales Ax = b ser compatible determinado,

para A =

 1 −2 −2
0 −2 1
3 −4 −7

?

11. Encontrar todos los valores de a ∈ R para los cuales el sistema Ax = x admite solución no

trivial, para A =

 2 0 2
2 a+ 1 a
−1 a 0

 .

12. Determinante de Vandermonde

a) Probar que el determinante de la siguiente matriz de Vandermonde en Kn×n, para
k1, . . . , kn ∈ K,

V (k1, k2, . . . , kn) =


1 1 . . . 1
k1 k2 · · · kn
k21 k22 · · · k2n
...

...
...

kn−1
1 kn−1

2 · · · kn−1
n


satisface det(V (k1, . . . , kn)) =

∏
1≤i<j≤n

(kj − ki). Deducir que es inversible si y solo si

todos los ki son distintos entre śı.

(Sugerencia: sin perder generalidad se supone que ki ̸= kj si i ̸= j. Si se considera el
determinante de V (k1, k2, . . . , kn−1, X) como polinomio en X probar que k1, . . . , kn−1

son sus ráıces y factorizarlo.)
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b) Calcular

det


1 + a 1 + b 1 + c 1 + d
1 + a2 1 + b2 1 + c2 1 + d2

1 + a3 1 + b3 1 + c3 1 + d3

1 + a4 1 + b4 1 + c4 1 + d4

 y det


1 1 1 1
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

 .

c) Interpolación: deducir de (a) que dados a0, . . . , an ∈ K todos distintos y b0, . . . , bn ∈ K
cualesquiera, existe un único polinomio P ∈ Kn[X] que satisface simultáneamente

P (a0) = b0, P (a1) = b1, . . . , P (an) = bn.

d) Sean α1, . . . , αn ∈ R, todos distintos. Probar que las funciones eα1x, . . . , eαnx son lineal-
mente independientes sobre R. Deducir (nuevamente) que RR no tiene dimensión finita.

(Sugerencia: Derivar n− 1 veces la función
n∑

i=1
cie

αix.)

13. Calcular el determinante, la matriz de cofactores y la inversa de cada una de las siguientes
matrices:

(
2 3
5 1

)
,

 2 −3 3
−5 4 0
0 −2 2

 ,

 cos θ 0 −sen θ
0 1 0

sen θ 0 cos θ

 ,


−1 1 6 5
1 1 2 3

−1 2 5 4
2 1 0 1

 ,


5 4 −2 5
2 −3 0 6
0 0 2 0

−4 3 3 8

 .

14. Sea A ∈ Kn×n no inversible tal que Cof(A) ̸= 0. Calcular rg(A) y rg(Cof(A)).

15. Resolver los siguientes sistemas lineales sobre R empleando la regla de Cramer:

 3x1 − 2x2 + x3 = 0
−x1 + x2 + 2x3 = 1
2x1 + x2 + 4x3 = 2

,


x1 + x2 + x3 + x4 = 0
−x1 + 2x2 − 4x3 + x4 = 1
x1 − x2 − x3 − x4 = 4
5x1 + x2 − 3x3 + 2x4 = 0

16. a) Sean vi = (vi1, . . . , vin) ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n− 1. Probar que la función φ : Rn → R definida
por

φ(x1, . . . , xn) = det


v11 · · · v1n
...

...
vn−1 1 · · · vn−1n

x1 · · · xn


es una transformación lineal.

b) Probar que si {v1, . . . , vn−1} es linealmente independiente, ⟨v1, . . . , vn−1⟩◦ = ⟨φ⟩ (es
decir, φ(x1, . . . , xn) = 0 es una ecuación impĺıcita para el subespacio ⟨v1, . . . , vn−1⟩).

17. Sea A ∈ Zn×n, es decir una matriz con todos sus coeficientes en Z.

a) Probar que existe A−1 ∈ Zn×n si y solo si det(A) = ±1.

b) Probar que si det(A) = ±1, entonces ∀ b ∈ Zn, ∃ !x ∈ Zn tq Ax = b.


