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ALGEBRA LINEAL - ler Cuatrimestre 2016

Practica 1 - Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

(En todas las précticas, K es un cuerpo; en general K = Q (los nimeros racionales), R (los nimeros reales)
o C (los nimeros complejos))

1. Cuando sea posible, calcular A+ 2B, A- By B- A. jVale la igualdad entre estos productos?

2 30 3 -2 2
“)A_<1—4 2>’B_<1 0—1)’

-2
b) A=(1 2 3),B= 41,
1
2 3 3 -2 2
C>A‘(1—4>’B_(1 0—1)’
1 00 2 1 4
d)A=[2 -1 2|,B=|3 0 -1
2 2 1 4 -1 5

2. Exhibir matrices A, B € R?*2, B # 0, tales que A2 = —1dy y B2 = 0.

3. Sean A, By C € K™ con n > 2. Mostrar un contrajemplo para cada una de las siguientes

afirmaciones:

a) (AB)? = A2B?, e) A2=A = A=06A=1d,,

b)) AB=0=A=06 B =0, f) AV =0paraalginj>2 = A=0,
¢) AB=ACyA+#0= B=C, g) (A+ B)?= A2+ 2AB + B2,

d) AB=0= BA=0, h) A2 - B%?=(A- B)(A+ B).

4. Dar condiciones necesarias y suficientes sobre A, B € K™*™ para que valga la igualdad en el
ejercicio 3, incisos g) y h).

5. Si A es una matriz con una fila de ceros, jes cierto que para toda matriz B, AB tiene una
fila de ceros? (siempre que AB esté definido.) ;Vale lo mismo con columnas?

6. Sea A € K™*" y sea e; € K™ el vector columna que tiene un 1 en el lugar ¢ y 0 en los otros
lugares. Calcular Ae;.

7. Caracterizar el conjunto {A € K33/ AB = BA , V¥V B € K3*3}.

8. Sean A, B € K"*™,

a) Probar que si A y B son triangulares superiores, entonces AB es triangular superior.
b) Probar que si A es estrictamente triangular superior (es decir A;; = 0si ¢ > j), entonces
A" = 0.
9. a) Sean A€ K™*" y B € K"P. Probar que (4 B)! = Bt A'.
b) Sean A € K™*" y B € K"*™. Probar que tr(A B) = tr(B A).
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10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

a) Sea A € K™ ™", Probar que AA! € K™ ™ y A' A € K™" son matrices simétricas.
Encontrar un ejemplo donde A A* # A! A para m = n.

b) Sean A, B € K™*™ matrices simétricas. {Vale que A B es simétrica?
¢) Para K =R, probar que: A=0 & AA'=0 & tr(AA") =0.
)

a) Probar que si A € K™*" satisface que Az = 0,Vx € K™, entonces A = 0.
b) Probar que si A, B € K"™*" satisfacen que Az = Bz,Vx € K", entonces A = B.

Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:

a) A, Be GL(n,K) = A+ B e GL(n,K),
b) tr(A)=0 = A¢ GL(n,K),
c¢) A nilpotente (es decir, 3j € N / A7 =0) = A ¢ GL(n, K).

Sea A € GL(m,K) y sean B, C € K™*™. Probar:

a) AB=AC = B=C b) AB=0 = B=0.

Sea A € GL(n, K). Probar que A € GL(n,K) y (A})~! = (A~1)t.
Si A € K™ tiene una fila o una columna de ceros, jpuede ser inversible?

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales sobre R, y los sistemas homogéneos
asociados. ;Cambia algo si se resuelven sobre C o sobre Q7

r1 — T2 + X3 = 2 r1t+rotaz—2r4+tas = 1
a) —x1+2x9+23 = -1 c) T1—3%T9 + T3+ Ty +x5 =
—x1 + 429+ dx3 = 1 3x1 — dxo + 3x3 + 3x5 =0
x|+ X9 + 3 =1
T1 — 9 + T3 =1 d) r1 — 3x9 + x3 = 5
b) —x1+2x04+2x3 = 1 3r1 —o5x2+3x3 = 0
3

—x1+4x9+bx3 = 4 T1 — To + X3 =

Verificar que en cada caso, el conjunto de soluciones del sistema no homogéneo es igual a una
solucién particular més el conjunto de soluciones del homogéneo asociado.

Encontrar los coeficientes de la pardbola y = ax? + bz + ¢ que pasa por los puntos (1,1), (2,2)
y (3,0).

Resolver sobre C el sistema

i.Tl — (1 + i)ClTQ =0
T1 — 229 + 23 =0
1+ 2tx9 —x3 = 0

Determinar los valores de «, 8, v € R para los cuales el siguiente sistema tiene solucién:

21 — x0 + 23 = «
3r1 + a2 +423 = f3
—x1+ 322+ 223 = 7

Determinar para qué valores de a,b € R cada uno de los sistemas siguientes tiene solucién
dnica, no tiene solucién o tiene infinitas soluciones. En el caso de los sistemas homogéneos, si
la solucién es tnica, jcudl es?
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r1+axrg+2x3 = 0 ary +x9 +x3 = b
a) (a+1)zg+23 = 0 c) 8 x1+ares+z3 = 1
(a% — 4)x3 = 0 1+ +ars = -1
axi + 2x9 + axs = 1
1 + axg + T3 = 0 ari + (a+4)xe + 3axs = -2
d)
b) 2x1 + T3 =0 —ar1 — 2T + T3 = 1
2r1 +ary+arg = 0 (a+2)xo+ (Ba+1)zs = b

21. Sea A € K™" ysea b € K". Probar que Az = b tiene una tnica solucién si y solo si la matriz
escalén reducida correspondiente a A es la matriz identidad. Deducir que Az = b tiene una
tinica solucién si y solo si A es inversible. (En cuyo caso esa tinica solucién es = A~1b.)

22. Decidir si (o cudndo) las siguientes matrices son inversibles y, en caso afirmativo, exhibir sus
inversas. Escribir las que sean inversibles como producto de matrices elementales.

1 1 1 1 0 -1 0 21 3 1 2
a) 01 1 C) 00 1 0 05 -1 8 2
0 0 1 21 -2 3 e) 00 0 1 2
3 1 -1 3 00 0 1 2
ail 0 .o 0 00 0 0 2
cosf —senf 0 d) 0 ap ... 0 £ ( a b >
b) [ senf cosf 0O : T c d

0 0 1 0 0 ... apn



