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Algebra 1
Practica 3 - Nuimeros Naturales e Induccién

Sumatoria

1. i) Reescribir cada una de las siguientes sumas usando el simbolo de sumatoria

(a) 1+24+3+4+---4 100, (d) 1+9+25+49+ .-+ 441,
(b) 14+2+4+8+16+---+ 1024, () 1+34+5+4---4+(2n+1),
() 1+ (—4)+9+(-16)+25+---+(—144), (f) n+2n+3n+---+n?

ii) Reescribir cada uno de los siguientes productos usando el simbolo de productoria y/o de
factorial

(a) 5-6---99 100, (b) 1-2-4-8-16---1024, () n-2n-3n---n2.

2. Escribir los dos primeros y los dos tltimos términos de las expresiones siguientes

|3

- . 1 =t n’ C n+4i
2(i —9), ii —_— —, - —.
V2 Yy W wyh Vs

~

- 1
3. i) Probar que, Vn € N, E i = @ contando de dos maneras la cantidad de cuadraditos
i=1
sombreados del diagrama

ii) Deducir que, Vn €N, 2+4+6+---+2n=n(n+1).

4. Calcular
i) > (4i+1), i) > 2(i - 5).
i=1 i=6
Induccion

5. Probar que, Vn € N, 2(22 —1) =n%

i=1

i) contando de dos maneras la cantidad total de cuadraditos del diagrama
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ii) usando el ejercicio 3,

iii) usando el principio de induccién.

6. (Suma de cuadrados y de cubos) Probar que para todo n € N se tiene

nn+1)(2n+1)

Z % = 6 ) ii)

[
.
w
I

7. Sean a,b € R. Probar que para todo n € N, a™

n?(n+1)2

4

—b" = (a—b) Z a' 16" . Deducir la férmula de

i=1
“ a”‘H -1
la suma geométrica: para todo a # 1, Z at=——
= a—1
8. Sea g € R, g # 1. Calcular
n n 2n n
i) Zqz, ii) qu, iii) Zq’, Z n—1i)
=1 =0 i=n 1=0
9. Probar que para todo n € N se tiene
n n+1 n 1) n+1
: it 2 (D)™ a(n+1) . 12 2 B
l) ;( 1) = 9 ’ IV);(+ )(Z+2) n+2 17
I | n+1 L n+i n
11);41'2—1_271—1-1’ V)Hl%—322(1_2”)'
— i—

n

> (2i+1)37 =n3",

=1

iii)

10. i)
i=1
3 1 .1 1 1
ii) Calcular ; G+ D (Sugerencia: Gt i+ 1),
iii) Calcul ” L S ia: calcul !
111) alcular Z m ( ugerencla: calcular m -
i=1

- i
iv) Calcular Z —_—.
— (i+ 1)

- (—1)%
V) Calcular ; m
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Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales. Probar que E (@i+1 — ai) = apy1 — aq.

1)-
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11. Probar que las siguientes desigualdades son verdaderas para todo n € N

4 n n—1
i) n<2m, V) nl > 3 ’
ll) 3n 4 5n 2 2n+2’ 2
= " 1
111) Z: ? S n, Vl) ; 5 S 2 - 277,—17
201 n+3 2
: 2n 24n
iv) - > . ii >
£ 2i—1 4 W)(n)_ -
12. Seaa € R, a > —1. Probar que, Vn € N, (1+a)” > 1+ na.
;En qué paso de la demostracién se usa que a > —17
13. Probar que
. ' > n—1 > n 32 . 2n "
i) >3, Vi 25, i) Y S <6n-5 ¥n>3 V) >n2", Vn >4
ii) 3" —2" >n3, Vn >4, — il n

14. Probar que para todo n > 3 vale que

n(n
i) la cantidad de diagonales de un poligono convexo de n lados es

ii) la suma de los dngulos interiores de un poligono convexo de n lados es 7 (n — 2).

Recurrencia

15. i) Sea (an)nen la sucesién de nimeros reales definida recursivamente por
a; =5, Gpt1 = 3an, — 2", VYneN
Probar que a, = 2" 4+ 3™.
ii) Sea (an)nen la sucesién de nimeros reales definida recursivamente por
=2 =2 2"l VneN
a; = 2, Ap4+1 =200y + n!, n € N.
Probar que a, = 2" n!.
iii) Sea (an)nen la sucesién de nimeros reales definida recursivamente por
a1 =0, apt1 =an +n(Bn+1), VneN.
Probar que a,, = n?(n — 1).
iv) Sea (ap)nen la sucesién de ntmeros reales definida recursivamente por

(2n)!

a; =2, apy1 = 4a, — QW

(n €N)

2
Probar que a,, = ( n>
n

16. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

i)ar =1, aps1=(1++/an)? ¥VneN. iii) a1 =1, apy1 =nap, YneN.
. 1
i) a1 =3, any1 =2a,+3", YneN. V) a1 =2, apy1=2-—, VneN

n
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17. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.
i)ar=1, app1=a,+(n+1)3 VneN.
i) a1 =1, apy1 =a,+(—=1)""n? ¥Vn eN.
iii) a1 =3, apy1=a,+(2n+1)3""1 VneN.

(Sugerencia: usar los Ejercicios 10(i), 6 y 9.)

18. i) Sea (an)nen la sucesién definida por

a1 =1, ap+1=an+n-nl, ¥neN.

Probar que a,, = n!, y, aplicando el Ej. 10(i), calcular Z 71!

ii) Sea (an)nen la sucesién definida por

a =1, an+1:an+3n2+3n+1, Vn eN.

Probar que a,, = n3, y, aplicando el Ej. 10(i), calcular de otra manera ZiQ (c.f. Ej. 6).
i=1

19. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.
i) ag =1, a2=2, apya=napt1+2(n+1)a,, VneN
i) ag =1, as=4, anpso =4./an11 + an, Yn €N
iii) a1 =1, ax=3, 2ap42=apt1+a,+3n+5 VneN.
—CGpt1 — 3 si n es impar,

iv) a1 = -3, a2=6, a = .
) @ 2 2 {an+1+2an+9 si n es par.

20. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (ay,)nen, definidas a continuacién y
probar su validez.

i) ap=1, a1 =3, ant2=4an+1 —3an, VYn € Ng.

ii) ap=1, a1=1, apy2=4ap+1—3a,, Yn € Ny.
iii) ag =2, a1 =4, apnya=4ap,41 —3a,, Vn € Np.
v) ag=0, a1 =3, apny2=06anr1 —9ay,, Vn € Ny.

V1

i)
i)
i)

lV) ag = 1, a; = 3, Ap+2 = 6an+1 — gan, Vn S No.
)
i) ap=1, a1 =0, apy2=06an+1—9ay,, Vn e Ny.
i)

21. i) Sea (an)nen la sucesién definida por

a1 =1, as=3, Gpt2 = Qpt1 + Day (n € N)

Probar que a, < 1+ 3"~! para todo n € N.

ii) Sea (an)nen la sucesién definida por

3 2n +1
a; =1, az = 3, an+2:an+1+n+2

an, (neN)

1
Probar que a,, > n + 3 para todon € N, n > 4.
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22. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

) ar=1, anp1=1+) ia;, YneN.

i=1

1 1 -
ll) a1:§, an+1:§<1—2ai>,VnEN.

i=1

iii) a1 =1, apy1 = Zai +(n+1), vneN.
i=1

23. Sea (an)nen la sucesién definida por

n+1

man (’I’LEN)

a; =1, pt1 =

1 /2
i) Probar que a, < < n) para todo n € N.
2n\ n

1 /2
ii) Probar que a, > ( n) para todo n > 3.
3=\ n

24. Sea k > 1 un entero. Sea (a) definida por

neNy

ap=1, a1 =1, Apio = (k2—2) Api1 — an—2(k—2)7 Vn € Ng.
Probar que para todo n € Ny, a,, es un cuadrado perfecto.

Més atin, probar que para todo n € Ny vale que a,, = b2 donde (bn)neNo estd definida por
bp=1, by =1, bn+2 = kbn+1 — b,, Vn € Np.
25. Sea Fy =0,F1 =1y F,4y1 = F, + F,,_1 la sucesién de Fibonacci.

Probar que Vn € N:

F2n - Fn(Fn +2Fn71)7
V) Fn+m: m+1Fn+Fn71Fm Ym > 0.

n—1 2 2

. . o 1 =F; +F;_

i) E Foir1 = Fap, iv) { !
i=0

ii) ZFE = FyFoia,

= . 1 [(1+v5\" [(1-v5)
N vi) Fy = — - .
iti) B, 1Fpy — F2 = (-1)", V5 2 2
26. Hallar la cantidad de sucesiones by,...,b, de n > 2 bits (es decir, b; € {0,1}), que no contienen
dos 1 consecutivos (es decir, 0 € {b;,b;41} Vi=1,...,n—1).

27. Para cada mn hallar la cantidad de maneras de cubrir un tablero de 2 x n con fichas de dominé de
tamano 2 x 1 sin huecos ni superposiciones.

28. Sea (Fy,)nen, la sucesion de Fibonacci del Ejercicio 25. Probar que
n—k
ra= Y ("1
k<n/2

i) Por induccidn.

i) Con el ejercicio 26 o 27.

29. Probar que todo ntimero natural n se puede escribir como suma de potencias de 2 distintas, in-
cluyendo 2° = 1. Sugerencia: considerar la mayor potencia de 2 menor o igual a n.
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30.

31.

32.

33.

34.

Sea (F),)nen, la sucesiéon de Fibonacci. Probar que todo nimero natural m se puede escribir como
suma de k numeros de Fibonacci
m=F5, +...+F,,

para cierto k € N, con subindices ni,...,n; mayores que 1 y n; + 1 < n;y1, Vi < k. Es decir,
todo nimero natural puede escribirse como suma de distintos niimeros no nulos de la sucesién de
Fibonacci sin usar dos consecutivos. Probar ademas, que dicha representacién es tnica.

Probar que todo n € N puede escribirse como suma de niimeros de la forma 2%3° tales que ninguno
de ellos divide a otro. Sugerencia: para n impar considerar 3% < n < 3k+1,

En este ejercicio no hace falta usar induccién: se puede pensar en el significado combinatorio de
(2) (como la cantidad de subconjuntos de k elementos en un conjunto de n elementos). Probar que

H > (Z) — 9" Yn > 0. V) Zk(Z) —n2v "l vp > 1.

k=0

2n
ii) 2"<< )<4", V> 1.
n vi) (n)(lm ):(m—kn)’ Vn,m,l € N.

l

Probar que szo(il)k (Z) = 0 para todo n > 1.

Derivar a izquierda y derecha la igualdad (z +1)" = >, _, (Z)xk y evaluar lo obtenido en z = 1.
1 Qué se obtiene? (Comparar con el Ej. 32(v)).

Problemas surtidos

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Probar que para todo n € N:

: 1 1 1 2
l) 172+272+.+F< ’
ey 1.3 2n—1 1

11) 2747 2n <7«/3n'

Sugerencia: Intentar probar una desigualdad mas fuerte por induccién!

A un tablero de 2™ x 2™ se le remueve un cuadradito. Probar que es posible cubrirlo usando fichas
en forma de L formadas por tres cuadraditos, sin superponer fichas.

En cada planeta de un sistema hay un astrénomo observando al planeta mas cercano. Las distancias
entre los planetas son distintas dos a dos. Probar que si la cantidad de planetas es impar, entonces
hay por lo menos un planeta al que nadie observa.

Se dibujan n rectas en el plano, de forma tal que no haya dos paralelas ni tres concurrentes. Probar
que es posible colorear las regiones formadas con solamente dos colores, de forma tal que no haya
dos regiones adyacentes con el mismo color.

En cierto pais, todas las rutas son de sentido tnico. Cada par de ciudades estd conectado por
exactamente una ruta directa. Demostrar que existe una ciudad a la cual se puede llegar desde
cualquier otra o bien directamente, o pasando a lo sumo por una ciudad.

Sea h : N x N — N definida por h(z,y) =z + (’H‘g_l). Decidir si es biyectiva.

Sugerencia: Calcular #{h(z,y): = +y < N} para todo N > 1.
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41.

42.

43.

* 44,

* 45,

* 46.

Definimos la media aritmética de n ntimeros aq, ..., a, reales positivos como

ar+...+ap

MAy(ar,. . an) = 5

v la media geométrica como
MG,(a1,...,an) = Ya1 .. an

El objetivo de este ejercicio es demostrar la desigualdad aritmético-geométrica que afirma
MG,(a1,...,a,) < MA,(a1,...,a,)

y la igualdad sélo se da cuando a1 = as = ... = a,.

. _ : ai+ta . __ ai+a _
i) Probarla para n = 2, es decir \/ajaz < 4 242 y sl yJajag = “5*2 entonces a; = as.
ii) Probar que si vale para n, también vale para 2n.

)
iii) Probar que si vale para n, también vale para n — 1.
)

iv) Concluir que vale para todo n € N.

Sean Ay, ..., A, conjuntos finitos. Probar el principio de inclusion-exclusion

#UJ4a= > (% (ﬂ Ai>

i=1 0AIC{1,...,n} el
donde la suma recorre todos los subconjuntos no vacios de 1,...,n.

i) Por induccién en n.

i) Usando el Ejercicio 33.

Probar que para todo n > 6 es posible dividir un cuadrado en n cuadrados més pequenos.
Sugerencia: Probar que si vale para n, vale para n + 3.

Se marcan 2n puntos sobre una circunferencia. n se colorean de rojo y los restantes n de azul.
Caminando sobre la circunferencia en sentido horario, se mantiene una cuenta de cuantos puntos
rojos y azules se pasaron. Si en todo momento el conteo de puntos rojos es mayor o igual que el

conteo de puntos azules, la caminata se dice exitosa. Probar que cualquiera sea la coloracién inicial,
es posible elegir un punto inicial que garantice una caminata exitosa.

Los nimeros desde el 1 hasta el 2n se dividen en dos grupos, cada uno con n elementos. Consider-
emos a; < ag < -+ < a, los numeros en el primer grupo y sean b; > by > --- > b, los nimeros del

n
segundo grupo. Probar que Z la; — b;| = n?
i=1
El objetivo de este ejercicio es probar que cualquier sucesiéon de niimeros naturales aq, as, as, ..., aan
con 1 < a; <1, Vi = 1,2,3,...,2", contiene una subsucesion no decreciente de largo n + 1.
Supongamos que vale para n < N, y que tenemos un contraejemplo para n = N.
i) Probar que N(k) = #{i: 1<i <2V a; =k} < N — j donde 2/ < k.
ii) Probar que N(1) < N + 1.

2V N-1
iii) Sabiendo que 2V = Z N(k)=N(1)+ Z Z N(k), llegar a un absurdo.
i=1

1=0 27 <kS21‘+1

FCEyN - UBA - ler cuatrimestre 2016



Algebra I Préactica 3 Pagina 8

Algoritmos y Complejidad
Se asume aqui que cualquier operacion es igualmente costosa, es decir, dados dos niimeros a y b contamos
como una operacién calcular a + b, a - b, a/b, evaluar a < b, entre otros.

57. Calculo de a™ para un niimero a dadoy n € N

i) Algoritmo recursivo secuencial. Calcula las potencias de a mediante a**!' = a - a*, Vk > 1

Funcién potencia(a,n)
Si n=0 Entonces
Devolver 1
Fin Si
Devolver a X potencia(a,n-1)
Fin Funcién

;Cuantas operaciones se realizan para calcular a™?
ii) Algoritmo recursivo divide y vencerds.

e Para n par calcula ¢” mediante a” = a™/? x a"/2.
e Para n impar calcula a” mediante o™ = al™/2) x al"/2) x q.

Funcién potencia(a,n)
Si n=0 Entonces
Devolver 1
Fin Si
auxiliar:= potencia(a,|n/2])
Si n es par Entonces
Devolver auxiliar X auxiliar
Fin Si
Devolver auxiliar X auxiliar X a
Fin Funciédn

Calcular cudntas operaciones se realizan para calcular:

(a) a8 (b) a? (c) a'3 (d) a™

Observar que el segundo algoritmo es mas eficiente.

58. Sea F), la sucesion de Fibonacci. Demuestre que:

FY_ (1t Y7 [
F,1) \1 0 0
59. Verificar que las funciones fibol(n), fibo2(n) y £ibo3(n) calculan de manera correcta el n-ésimo
termino de la sucesion de Fibonacci. jCuédntas operaciones se realizan al llamar a cada una?

Funcién fibol(n)
Si n=0 Entonces
Devolver O
Fin Si
Si n=1 Entonces
Devolver 1
Fin Si
Devolver fibol(n-1) + fibol(n-2)
Fin Funcién

Funcién fibo2(n)

F()Z: 0
Fi:= 1
Para k = 2 Hasta n Hacer:
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60.

61.

Frpi= Fg_1 + Fr_o
Fin Para
Devolver F,
Fin Funcién

Funcién pot_mat (n)
Si n=0 Entonces

1 0
Devolver (0 1)

Fin Si
auxiliar:= pot_mat(|n/2])
Si n es par Entonces
Devolver auxiliar X auxiliar
Fin Si
L Lo 1 1
Devolver auxiliar X auxiliar X (1 O)

Fin Funciédn

Funcién fibo3(n)
Si n=0 Entonces
Devolver O
Fin Si
A 1
auxiliar:= pot_mat(n-1) X (0>

Devolver auxiliar(1,1)
Fin Funcién

Consideremos el problema de calcular la cantidad de formas de distribuir k bolitas en n cajas en
cuatro versiones:

e bolitas indistinguibles y cajas indistinguibles
e bolitas distinguibles y cajas distinguibles

e bolitas distinguibles y cajas indistinguibles
e bolitas indistinguibles y cajas distinguibles

Para dos de estos problemas podemos dar una férmula cerrada como respuesta, jpara cudles? Para
aquellos en los que no podemos dar una férmula cerrada calcule la respuesta para 1 < k,n < 4.

Consideremos el ntiimero de particiones enteras de n, esto es la cantidad de formas de escribir n
como suma de enteros positivos (no importa el orden). ;Coémo se relaciona esto con el ejercicio
anterior? Por ejemplo 4 puede ser partido de cinco maneras distintas

4

3+1

2+ 2

24141

1+14+1+1

Llamemos f(n) al nimero de particiones enteras de n. Y llamemos g(n, k) al ntimero de particiones
enteras de n que utilizan niimeros menores o iguales a k. Pruebe que:

i) f(n)=g(n,n)Vn eN
ii) g(n,k) =g(n—k, k) +g(n,k—1)¥n,k €N

iii) g(n,0) =0¥n €N
iv) g(0,k) =1Vk e N
v) g(n,k) =0V¥n, ke N;n<0

Escriba un algoritmo eficiente en pseudocédigo para calcular f(n).
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x 62. Dada una lista ordenada (a(1l),...,a(n)) de n ntmeros reales, se la quiere ordenar de menor a
mayor. Por ejemplo dada la lista (4,3,5,7,2,9,1,8) se quiere obtener la lista (1,2,3,4,5,7,8,9)
haciendo comparaciones entre elementos, preguntas de la forma “ja(i) < a(j)?”.

e Burbujeo: el algoritmo siguiente, llamado “burbujeo”, compara el ler elemento de la lista
con el 2do intercambiandolos si es necesario, luego pasa al 2do y hace lo mismo con el siguiente,
luego al 3ro etc. hasta recorrer todos los elementos de la lista (una pasada). En una pasada
por todos los elementos de la lista, el elemento més grande quedard entonces a la derecha
Por qué? Luego repite el procedimiento desde el comienzo hasta no haber producido ningin
cambio en una pasada. En ese punto la lista estara ordenada ;Por qué?

Por ejemplo la primera pasada del ejemplo de arriba da:

4 3 5 7 2 9 1 8 —» 3 4 5 7T 2 9 1 8 — 3 4 5 7 2 9 1 8 —
3 4 5 7 2 9 1 8 — 3 4 5 2 7 9 1 8 —> 3 4 5 2 7 9 1 8 —
3 4 5 2 7 1 9 8 — 3 4 5 2 7 1 8 9

i) {Cudntas comparaciones se usan en la primera pasada de esa lista? ;Y en la segunda?
;Cuantas comparaciones son necesarias para ordenar esa lista?

ii) ;Cudntas comparaciones se usan en la primera pasada de una lista de n elementos? ;Y en
la segunda? ;Cuantas comparaciones son necesarias para ordenar una lista de n elementos?

e Mergesort: Funciona en 3 etapas usando el mecanismo de “dividir y conquistar”. Por sim-
plicidad lo vamos a aplicar aqui para listas de longitud 2™:
i) “Divide”: divide la lista en dos sublistas de tamafio 2"~ 1.

ii) “Conquista”: ordena cada sublista por separado (utilizando el mismo algoritmo para listas
de tamafio 2"~ 1).

iii) “Fusiona”: fusiona en forma adecuada las dos sublistas en una sola.
Ejemplo: Sea la lista (4,3,5,7,2,9,1,8) de longitud 23:
i) “Divide”: divide la lista en las dos sublistas (4,3,5,7) y (2,9,1,8) de longitud 22.
i) “Conquista”: Aplica el algoritmo para estas dos sublistas (en forma recursiva, o sea par-
tiendo cada una de ellas en dos sublistas de longitud 2) y termina obteniendo: (4,3,5,7) —
(37 47 57 7) y (25 97 17 8) - (17 27 8a 9)
iii) “Fusiona”: fusiona inteligentemente las dos sublistas, como lo hacemos naturalmente sin
pensar: Se compara el primer elemento de cada sublista, se pone el méas chico primero,

luego se compara los dos primeros elementos que quedaron (sin ese) de cada lista, y se
repite el procedimiento hasta agotar. Para fusionar (3,4,5,7) y (1,2,8,9) se obtiene

[3]as7 vy [1]2809 =
[3]as7 vy A[2]89

- 1[2]
[3]as7 y A 2[8]s - 12[3]
Bl4a]s7 y A 2[8]9 - 123[4]
B Als]T vy 4 z[8]e - 1234[5]
B A B[] vy 4 r[8]e - 123437]
B AL vy Ap[8lo - 123457[8]
BAKT vy A2 B9 - 1234578[9]

Escribir el algoritmo en pseudocédigo y en algtin lenguaje funcional.

. Cudntas comparaciones son necesarias para ordenar la lista original del ejemplo?

Pruebe por induccién que el algoritmo requiere de no més que 2* x k comparaciones para
ordenar 2% elementos. En general se pueden ordenar n elementos en O(nlogy(n)) compara-
ciones.

e Observe que a priori cuando nos dan n nimeros (todos distintos) para ordenar, hay n! posibles
ordenes. A medida que vamos haciendo comparaciones entre los niimeros reducimos la cantidad
de posibles respuestas, el algoritmo termina cuando hemos reducido esta cantidad a uno.
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Si en una cierta instancia tenemos un conjunto R de posibles respuestas, al hacer una com-
paracion, esto es preguntar ja(i) < a(j)?, tenemos dos resultados posibles. Nos quedaremos
con alguno de dos conjuntos, los érdenes de R donde a(i) < a(j) o aquellos donde la desigual-
dad es la opuesta. De esta forma después de cada comparacién podemos asegurarnos a lo sumo
dividir en dos la cantidad posibilidades.
Por esto debemos hacer al menos k comparaciones de forma que n!/2* < 1. Es decir debemos
hacer al menos log,(n!) comparaciones.
Se puede probar que:

log,(n!)

=1
5% 1 logy ()

1, Qué nos dice esto?
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