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OPTIMIZACION

Primer Cuatrimestre 2015

Practica N° 2: Métodos de descenso.

Ejercicio 1 Dada una constante b € R, considerar la funcién punto a conjunto dada
por:
flz)={y eR": y'z <b}, VreR™

if es cerrada?

Ejercicio 2 Sean f: X - Y y g:Y — Z dos funciones punto a conjunto. Probar
que si f es cerada en x, g es cerrada en f(x) e Y es compacto, entonces f o g es
cerada en x.

Ejercicio 3 Sean f: X — Y punto a puntoy ¢ : Y — Z punto a conjunto. Probar
que si f es continua en z y g es cerrada en g(x), entonces f o g es cerrada en x.

Ejercicio 4 Mostrar que si A es una aplicacién punto a punto, en el Teorema de
Convergencia Global puede eliminarse la hipotesis de que los puntos zj, caigan sobre
un compacto.

Ejercicio 5 Sea f : R® — R. El algoritmo de descenso genérico consiste en, dado
xp € R™, dar una direccién dj y un paso ti tal que f(xp + trdy) < f(zx), y tomar
Tpr1 = Tk + trpdg.

a) Probar que si f es C' y Vf(xy) - dr < 0, entonces dj es una direccién de
descenso.

b) Concluir que —V f(z) es una direccién de descenso.

Ejercicio 6 Sea f : R™ — R una funcién cuadratica, y sea dj una direccién de
descenso en el punto xj. Probar que el paso éptimo estd dado por:

_ 4 V()
diH f (wy.)dy,

Ejercicio 7 Una funcién f: R — R se dice unimodal en el intervalo [a, ] si existe
x* € (a,b) tal que f es estrictamente decreciente en (a,x*) y estrictamente creciente
en (z*,b). Probar que si f es unimodal, entonces, dados «, 5 tales que a < a < 3 < b
vale que:

s Si f(a) < f(B), entonces f es unimodal en [a, /],

» Si f(a) < f(B), entonces f es unimodal en [a, b].



Ejercicio 8 Dada una funcién f unimodal en [a, b], se propone el siguiente algoritmo
para buscar su minimo x*:

1. Se fijan ag = a, by = b.
2. Para k=1,2,... se eligen ay, O tales que ar < ap < B < bg.

2.1. Si f(ax) < f(Br), se toman: apy1 = ag, bp1 = i
2.2. Si f(ag) > f(Bk), se toman: agi1 = ag, bpr1 = by

Probar que limay = limb, = z*. ;Cudntas veces debe evaluarse f para calcular

[anJrl, bn+1]?

Ejercicio 9 (Busqueda por la razén dorada:) Se desea fijar un criterio para la
eleccion de ay, B en el algoritmo anterior, de manera tal que se cumplan:

= que en cada paso el intervalo se vea reducido en un factor fijo :
Brt1 — ag+1 = n(Br — o),

= que en cada paso sea necesario evaluar f una sola vez. Es decir, que alguno de
los nuevos puntos: a1 6 Bry1 coincida con alguno de los anteriores oy 6 5.

Escribir las férmulas para a1 v Bgr1 en funcion de ag, by y 1 para que se satisfaga
la primer condicién, y calcular el valor de i para que se cumpla la segunda.

Ejercicio 10 Implementar un algoritmo que reciba como entrada una funcién f,
un intervalo [a,b], y una tolerancia ¢ y calcule el minimo de f en [a,b] con error
menor o igual que §, mediante el algortimo de busqueda por la razén dorada.

Ejercicio 11 Dada § > 0, sea la funcién punto a conjunto S? definida como

S'(@.d) = {y:y=a+ad 0<a<& f(y)= min f+sd)}

Explicar lo que hace S° y probar que si f es continua entonces S‘S(ac, d) es cerrada
en (x,d). {Por qué es importante este resultado?

Ejercicio 12 Sea ¢ > 0, sea la funcién punto a conjunto S° definida como
S (@.d) = {y:y=rtad 0<a fy)<minflz+pd)+e).

Explicar lo que hace S° y probar que si f es continua y d # 0 entonces S*(x,d) es
cerrada en (x,d). ;Por qué es importante este resultado?

Ejercicio 13 (Busqueda Compacta)
Sea f : R™ — R una funcién C?, estrictamente convexa con un tnico minimo x*
y tal que f(z) — 400 cuando ||z|| = +oo.

a) Probar que, fijado un zp € R™, el conjunto

{y e R": fy) < flzo)}

es acotado.



b) Sea D = {e1,—e1,e2,—€2,...,€en, —€n}. Probar que para todo x # z* existe
d € D direccién de descenso en x. (Es decir, existe d € Dy ty > 0 tal que
flz+td) < f(x) Vit € (0,10)).

c) Consideramos, para x € R™, a > 0, la funcién punto a conjunto
Alz,a) ={y eR":y =2+ ad, d € D}
Probar que A es cerrada en (z,a) si o # 0.

d) Estudiamos el algoritmo de Bisqueda Compacta, dado por:

i. Tomar zg € R™, ag > 0, k = 0.
ii. Si existe y € A(zk, ) tal que f(y) < f(z): Poner xp41 =y, apy1 = ag, k =k + 1.
Si no: Poner ap, = %

117, Ir a 11.

Probar que z; — z* (k — 00).

Ejercicio 14 Implementar un algoritmo que reciba como datos una funcién f, un
punto x; v una direccién dj, y aplique la condicién de Armijo con Backtracking para
determinar el paso del descenso, devolviendo el correspondiente xj1.

Ejercicio 15 Implementar un programa similar al del ejercicio anterior, pero utili-
zando la condicion de Goldstein.

Ejercicio 16 Probar que la condicion de Goldstein determina un algoritmo de
busqueda cerrado.

Ejercicio 17 (Braquistocrona) Considerar el problema de la braquistocrona con-
sistente en hallar la curva que minimiza el tiempo de caida de una particula por
efecto de la gravedad. Concretamente, buscamos una funcién ¢ : [0,1] — [0, 1] tal
que ¢(0) =1, p(1) = 0 tal que minimice el funcional:

1 (a)?
0= \ 2001 — ()’

donde g es la aceleraciéon gravitatoria. Para resolver este problema se realiza una
discretizacién en la variable z: 0 = 29 < 1 < ... < &, < Tp41 = 1 y una discre-
tizacion en @: 1 = @o > 1 > ... > @n > @pt1 = 0, de manera tal que p; sera la
aproximacién de ¢(x;). Por comodidad, asumiremos que la discretizacién en ¢ estd
fijada de antemano (por ejemplo: @;11 — @; = %H), v que las x; son las variables
cuyo valor debe optimizarse.

a) Probar que si se asume que ¢ es lineal en los intervalos de la discretizacion, el
funcional T" puede escribirse:

oI () (Ve - Vi)

80+1




b Calcular analiticamente el gradiente de la expresion anterior de T.

¢ Implementar funciones que reciban como input el nimero n de incognitas de
la discretizacién y devuelvan el funcional T' y su gradiente.

d Calcular la curva braquistocrona minimizando el funcional T a través de los
distintos métodos estudiados hasta el momento: método de Newton, método
de buiisqueda compacta y método del gradiente con bisqueda lineal por la razén
de oro, y por busqueda lineal inexacta utilizando la condicién de Armijo y la
condicion de Goldstein. Comparar los resultados.

Ejercicio 18 Sea Q € R™" definida positiva y sean v1,...v, vectores 1.i. Mostrar
que el método de Gram-Schmidt puede ser usado para generar una secuencia de
direcciénes @-ortogonales desde los v;. Especificamente, muestre que

k t
v le
dy = vy; dg+1 = Vg1 — E ktlidi
o diQdi

forma un conjunto ()—ortogonal.

Ejercicio 19 Sea f(x) = %xth — btz con Q DP. Sea x; un minimizante de f en
un subespacio S7 que contiene al vector d y sea zo un minimizante de f en un
subespacio S2 que contiene a d. Mostrar que si f(z1) < f(x2) entonces T = z1 — x2
es (Q—ortogonal a d.

Ejercicio 20 Implementar el método del Gradiente Conjugado para minimizar una
funcién cuadrética f(z) = s2'Qx — bla:

(1) A partir de un z¢ tomar dy = —gp = b — Qo
(2) Para k =0,1,...n — 1 hacer:

(a) Hacer xg41 = g + apdy con

—gi dy,
ak:m> gk = Qxy, — .
(b) Hacer dg+1 = —gg+1 + Brdy con
B, = gl{HQdk.
di Qdy,
Ejercicio 21 Si definimos By =< dg, - - - ,di_1 > el subespacio generado por las pri-

meras k direcciones conjugadas, mostrar que el método de las direcciones conjugadas,
en cada xj minimiza la funcién objetivo tanto en la recta L : x5_1 + adp_1 : a € R,
como en la variedad lineal xy + Bj.

Ejercicio 22 Implementar el siguiente algoritmo que generaliza el del gradiente
conjugado a funciones no cuadraticas:

(1) A partir de un xo tomar go = Vf(z0)? y hacer dy = —go.



(2) Para k=0,1,...n — 1 hacer:

—gldy

(a) Hacer xg+1 = xp + agdy con oy = T Ho)dr

(b) Hacer 9k+1 = Vf(IL‘k+1)T.
(¢) Sik#n—1, hacer dy11 = —grt1 + Brdi con

di H(zp)dy

y repetir (a).

(3) Hacer zg = x,, y volver a (1).



