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Tests para igualdad de varianzas

En los problemas de comparaciones de dos o0 mas tratamientos que hemos tratado hemos
supuesto que, si existe una diferencia entre tratamientos, ésta se traduce en un
corrimiento. Obviamente hay otras alternativas posibles, como por ejemplo que la
diferencia entre tratamientos se traduzca en un cambio en la varianza. El primer test que
veremos trabaja con los rangos tal como los definimos en el problema de posicién.

Test de Mood para igualdad de varianzas : Sean Xi,...,.X; € Y4,...,Ynm muestras aleatorias
de distribuciones F((x-p)/o) y F((x-w)/t) respectivamente, con g comin y conocida.
Supongamos que la hipétesis nula de interés es H,: 0 =T1.

Sea R(Y)) el rango de Y; en la muestra agrupada de tamafio N = n+m, y definamos

M :Zm:(R(Yi)_ N2+1j2

i=1

Valores grandes de M indicarian que T > ¢ y valores pequefios de M indicarian que T < G.
Por lo tanto, se pueden construir tests para las diferentes alternativas basados en M.

Tablas exactas de la distribucion de M bajo H, se hallan en Laubscher, Steffens y
DelLange (1968). Si n y m son suficientemente grandes se puede usar la aproximacion
normal, basada en

N2 -1

E(M)=m B

(N+D(N?-4)
18C

Var(M)=nm

Hipotesis a testear y reqidon de rechazo:

A . Hiso=r1 Vs Hi:o>1

. N2 -1
Rechazamos H, si M < mT -z,,/Var(M)
B.Hy:o0=1 VS Hi:o<Tt

2

Rechazamos H, si M >m N12_1 +2z,Var(M)

C.Hp:o=t1 VS Hi:o0#T1

! > Zy N ;ar(M)

. N
Rechazamos H, si (M —m
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Notar que se supone que los pardmetros de posicion de ambas muestras son conocidos e
idénticos. Si no se puede suponer que son idénticos, debe realizarse previamente algin
tipo de ajuste. Si los valores que se utilizan en ese ajuste son estimaciones alejadas de
los verdaderos valores de los parametros, es posible que el rechazo de H, no implique
necesariamente que las varianzas son distintas.

Eficiencia: La eficiencia el test de Mood fue estudiada por Hollander (1963). Respecto del
test F y en el caso Normal es 0.76.

Ejemplo: Se desea testear si el orden en que las preguntas son formuladas influye en los
resultados en un examen multiple choice. 21 alumnos que tomaron un curso de Inferencia
Estadistica fueron divididos en dos grupos aleatoriamente y se les tomé un examen que
constaba de 20 preguntas. A 11 alumnos (Grupo 1) las preguntas se les presentaron en
el orden en que se habian desarrollado los temas en clase y al resto (Grupo 2) en un
orden aleatorio. Los resultados (nUumero de respuestas correctas) se presentan en la
siguiente tabla, juntamente con los rangos:

Grupo 1 (X) | Grupo 2 (Y) | Rango X | Rango Y
3 1
6 2
7 3
8 4
9 6
9 6
9 6
10 8
11 10.5
11 10.5
11 10.5
11 10.5
12 13
13 15
13 15
13 15
14 17
15 18.5
15 18.5
17 20
19 21

Supongamos que se puede suponer que ambas poblaciones tienen el mismo centro y que
se deseatestearH,,0=1 VvsS Hii0#T

E(M) = 366.67 y Var(M) = 5875.22. El valor del estadistico M = 359.75 y por lo tanto el p-
valor aproximado sera

o ({359.75—366.67) — 093
7665

y no se rechaza H,.
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A continuacion se presentan los resultados obtenidos al procesar este ejemplo en R.

grupol<-c(7,9,9,10,11,11,12,14,15,17,19)
grupo2<-¢(3,6,8,9,11,11,13,13,13,15)

mood.test(grupol,grupo?2)

Mood two-sample test of scale
data: grupol and grupo2
Z =0.021, p-value = 0.9833

alternative hypothesis: two.sided

Nota: En caso de empates, R utiliza un ajuste propuesto por Mielke (1967).
Test de rangos al cuadrado (Conover):  Sean Xi,...,Xn € Yy,...,Y, muestras aleatorias de
distribuciones F((x-p1)/0) y F((X-H12)/T) respectivamente. Supongamos que la hipétesis nula

de interés es
Ho:o=1

Transformamos los datos a desviaciones absolutas respecto de su media, es decir,
definimos

U, :‘Xi —Hy

. i=1..n y V=Y -1y, j=L..m

Sean R(U) y R(V)) los rangos de U; y V; respectivamente en la muestra agrupada de
tamafio N=n+m . Si no hay empates, el estadistico del test sera

T =§[R(ui)]2

gue, bajo H,, satisface

E(T) = nigiz _n N(N+1(2N +1) _ N(N+1D(2N +1)
N i=1 N 6 6

Var(Ty =™ {ii“—N(N +1)? (2N +1)2}:nm(N +1)(2N + (BN +11)

(N-DN | & 36 180

Si hay empates, se utiliza el estadistico
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T-nR,

el

T, =

donde R, :%{Z[F\’(Ui)]2 +Z [R(\/j )]z} es el promedio de los rangos al cuadrado de
i=1 j=1

ambas muestras combinadas y i R* = Zn:[R(U i )]4 +i [R(\/j )]4.
i=1 i=1 i=1

Los cuantiles de la distribucién exacta de T se encuentran tabulados (Tabla A9 de
Conover) para n < 10, m < 10 y en el caso en que no hay empates. Para tamafios
mayores de muestra o0 si hay empates se utiliza la aproximacién Normal.

Supongamos que deseamos testear las hipotesis:
A.Hpe:o=1 VS Hi:o>1

Si n y m son menores o iguales que 10 y no hay empates, se rechaza H, si T > Wy,
siendo w4 el cuantil 1- o de la distribucién exacta.

Siny m son grandes y no hay empates, se rechaza H, si T_—E(T) >z,.
Var (T)
Si hay empates, se rechaza H, si
T-nR
T, = 2 >z

m o & RECR
DLl

i=1
De manera analoga se aplica el test a las otras dos alternativas.
Eficiencia: La eficiencia de este test respecto al test F es similar a la del test de Mood. Es
15/(2 16)=0.76 en el caso Normal, 1 en el caso uniforme y 1.08 en el caso doble

exponencial.

En caso de que las medias sean desconocidas, deben reemplazarse por estimaciones. En
este caso la distribucién exacta deja de ser valida y debe usarse la aproximacion normal.

Extension a mas de dos muestras : Este test se puede extender facilmente a mas de
dos muestras. Sean



Métodos No Paramétricos | 129
Elena J. Martinez 1° cuat. 301

X”~F(§:fij 1<j<n,1<i<k
o.

Si 14 es conocido para todo i, se considera U, :‘Xij —,ui‘. Si no se conoce, se estima y

se considera U, =‘Xij - [, ‘

Una vez construidos los U; se procede como en el test de Kruskal-Wallis, definiendo

K
R; =R(U;) = rango de U; en la muestra total ordenada de tamafio N = z n.
i=1

N
sea s =Y (R J(enelcasok=2, 8, =)

j=1

Nos interesa testear

Ho: 01 =05 = ... = Ok VS H,: existe al menos un par i # j tal que o; Z 0j
Como en el test de Kruskal-Wallis, se construye un estadistico que, bajo H, tiene

distribucion asintética y7, .

Si no hay empates, el estadistico es

2
. 180 gSj N(N +1)2 2N +1)2
N(N +D)(2N +DEN +13) | j=Ln, 36

Si hay empates, se deben corregir la esperanza y la varianza y se utiliza

1(kst
T=—5| 3—--NS

SerechazaH,anivelasi T > )(lf_m.

Comparaciones multiples: Diremos que ¢; es significativamente distinta de g; si

S L 1/2 1/2
S_Siloy . (peN-1-TYF(1, 1
‘ N -k n n

i j i j
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donde ty_, ,,,€s el valor critico a/2 de la distribucion t con N-k grados de libertad.

Test de Siegel-Tukey : Sean Xi,....X, € Yi,...,.Y, muestras aleatorias de distribuciones
F((x-pm)/o) y F((x-w)/1) respectivamente. Supongamos que las hipétesis de interés son

Ho:o=1 Vs Hi:o>1
Se asignan rangos de la siguiente manera:

e rango 1 a la menor observacién en la muestra agrupada

* rango 2 a la mayor observacion

* rango 3 ala segunda mayor observacion

e rango 4 a la segunda menor observacién y asi sucesivamente.

Si la muestra X tiene mayor dispersion que la muestra Y, los rangos correspondientes a la
muestra Y deberian ser mayores que los de la muestra X. Llamemos Si, S,,..., Sy, a los
rangos de la muestra Y en la muestra agrupada, el estadistico del test es

T,=>'s

i=1
y se rechazara H, a favor de H, si T, >c. ¢Como se halla el valor c?

Se puede probar que Ty tiene la misma distribucion que el estadistico del test de Mann-
Whitney, y por lo tanto si no hay empates y los tamafios de muestra son menores 0
iguales que 20, se puede utilizar la Tabla A7 de Conover. Si n y m son grandes se
rechaza H, si

T, > m(N +1) vz, mn(N +1)
2 12

Este test se basa en el supuesto de que las medias de ambas muestras son iguales. Si
ésto no ocurriese, podrian reemplazarse las medias por valores estimados y trabajar con

X; —Hyy Y; — i1, En este caso, debe usarse la distribucion aproximada.

Eficiencia: Este test tiene menor eficiencia que los tests anteriores. Su eficiencia respecto
al test F bajo normalidad es 6/1¢ = 0.608 y bajo la distribucién doble exponencial es 0.94.
Otro problema adicional de este test es su falta de simetria, es decir que si se invierte el
orden de ranqueo, el p-valor obtenido no sera el mismo.

Este test aplicado a los datos del ejemplo usado previamente da por resultado

si egel . t ukey(grupol, grupo?2)
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Medi an of group 1 = 11
Medi an of group 2 = 11

Testing nmedi an differences..

W coxon rank sumtest with continuity correction
data: data$x[data$y == 0] and dat a$x[data$y == 1]
W= 67.5, p-value = 0.3952

alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Perfornm ng Siegel -Tukey rank transformation...

sort.x sort.id unique.ranks
1 3 1 1. 00000
2 6 1 4. 00000
3 7 0 5. 00000
4 8 1 8. 00000
5 9 0 11. 33333
6 9 0 11. 33333
7 9 1 11. 33333
8 10 0 16. 00000
9 11 0 19. 25000
10 11 0 19. 25000
11 11 1 19. 25000
12 11 1 19. 25000
13 12 0 18. 00000
14 13 1 13. 33333
15 13 1 13. 33333
16 13 1 13. 33333
17 14 0 10. 00000
18 15 0 6. 50000
19 15 1 6. 50000
20 17 0 3. 00000
21 19 0 2. 00000

Perform ng Siegel - Tukey test..

Mean rank of group O: 11.06061
Mean rank of group 1: 10.93333

W coxon rank sumtest with continuity correction

data: ranksO and ranksl
W= 53.5, p-value = 0.9435
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Mensaj es de avi so perdidos
In wilcox.test.default(data$x[data$y == 0], data$x|[datasy == 1])
cannot compute exact p-value with ties

Test de Klotz : Es un test basado en scores normales, con alta eficiencia si la distribucién
es simétrica. Bajo normalidad su eficiencia respecto al test F es 1. Sean Xg,....X, €
Y1,...,Ymn muestras aleatorias de distribuciones F((x-p)/o) y F((x-Ww)/1).
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El estadistico del test de Klotz es
2
m R(Y,
K - Z q)—l ( I)
= N+1

Klotz (1962) calculé la distribucion exacta, pero si los tamafios de muestra son grandes
puede utilizarse la aproximacién Normal y

vl (5]

Var(K):LZN:[q)—l( i ﬂ“_[E(K)]Zn

N(N -1) & N +1 m(N —1)

El test de Klotz aplicado a los datos del ejemplo anterior, da por resultado

KLOTZ TEST
[ Sum of scores from population < 1>]

Min Max Mean Std-dev  Observed Standardized
1.347 14.28 7.624 2.022 7.613 -0.005233

Asymptotic Inference:
One-sided p-value: Pr{ Test Statistic .LE. Observed} =  0.4979
Two-sided p-value: 2 * One-sided = 0.9958

Correlacion de rangos y asociacion

Introduciremos nociones de correlaciéon basadas en rangos. Consideraremos el caso en
gue las observaciones consisten en pares (X1,Y1),...,(XnYn) Y supondremos que (X;,Y;) ~
F(x,y) con F absolutamente continua con marginales Fxy Fy en Q..

Antes de proponer métodos basados en rangos recordemos que el coeficiente de
correlacion lineal, o coeficiente de Pearson, se define como

n

2 (X = X)(Y; -Y)

i=1

{i(xi -5073 0, —V)Z}

r =
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gue es el cociente entre la covarianza muestral entre X e Y y el producto de sus desvios
estandares muestrales. Este coeficiente es una v.a. que mide la asociacion lineal entre X
e Y y su funcion de distribucion depende de la distribucion de (X,Y).

Presentaremos algunas medidas de correlacién basadas en rangos cuya distribucion no
depende de la distribucion de (X,Y) si ésta es absolutamente continua.

Coeficiente Rho de Spearman : Es el coeficiente de Pearson aplicado a los rangos. Sean
R(X,) el rango de X; entre las X's y R(Y;) el rango de Y; entre las Y’s, entonces el

coeficiente de correlacion de Spearman (1904) se define como
- n+1)*
Y RX)R(Y,) -n ==
E 2
+1 2 1/2 +1 2 1/2
. n . n
(ZINXJF—n[ZZJ} (E]RWOF—H[ZZJJ

p=
i=1 i=1
Si no hay empates, se reduce a

6 [R(X,) - RO
n(n® -1)

p=1-

Si suponemos, sin pérdida de generalidad que X; < X, <... X;,, entonces el coeficiente de
correlacion de Spearman puede expresarse como

nf n+1 n+1
s
1= 2 2

p= 172 12

n n+1 2 n n+1
,%@_ j ! (Rwﬂ_ }
i= 2 i=1 2

Muchas veces el coeficiente de Spearman se utiliza para testear independencia de
variables aleatorias (la hipétesis nula es la independencia de X e Y). En rigor, se deberia
decir que se utiliza para testear correlaciéon entre variables aleatorias. Bajo la hipétesis
nula de independencia, los rangos de Y se distribuyen uniformemente sobre los primeros
n enteros y

1
E(p)=0 Vip) = —

A su vez, la distribucién asintética es:

d
vn—1 p->N(0,1)
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La distribucién exacta de p se ha tabulado para n < 30 (Tabla A10 de Conover) y para
valores mayores de n, el cuantil p se aproxima mediante:

z
w_[O0—2

" Jn-1

donde z, es el cuantil p de la distribucion Normal estandar. Los cuantiles inferiores se

obtienen a partir de la relacion w, =-w,_,.

Supongamos que se desea testear, por ejemplo, las hipotesis
Ho: X e Y son no correlacionadas

H,: valores grandes de X tienden a estar apareados con valores grandes de Y y valores
pequefios de X tienden a estar apareados con valores pequefios de Y.

Se rechazara H, si p > wy,, siendo w4 el percentil 1-a de la distribuciéon exacta (Tabla
A10 de Conover) o el percentil aproximado. El p-valor aproximado se obtiene en la forma

p-valor OP(Z > pvn-1)=1-®(pV/n-1)

Ejemplo: Para estudiar la relacién entre los scores obtenidos en los examenes de ingreso
a un Master y el promedio general obtenido al finalizar los estudios, se analizaron los
datos correspondientes a 12 graduados del Master. En la siguiente tabla se presentan los
datos y sus correpondientes rangos:

Graduado | Ingreso (X) | Promedio (Y) | R(X) | R(Y)
1 710 4.0 12 | 115
2 610 4.0 95 | 115
3 640 3.9 11 10
4 580 3.8 8 9
5 545 3.7 3 8
6 560 3.6 5 7
7 610 3.5 9.5 5
8 530 3.5 1 5
9 560 3.5 5 5

10 540 3.3 2 3
11 570 3.2 7 1.5
12 560 3.2 5 1.5

El valor del coeficiente de Spearman p es 0.59.

Célculo del coeficiente usando R:
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ingreso<-c¢(710,610,640,580,545,560,610,530,560,540,570,560)
promedio<-c(4,4,3.9,3.8,3.7,3.6,3.5,3.5,3.5,3.3,3.2,3.2)
cor(rank(promedio),rank(ingreso))

0.5900188

Coeficiente Tau de Kendall (1938) : Se basa en la definicién de concordancia. Dadas dos
observaciones bivariadas (X1,Y1) ¥ (X5,Y5) diremos que son concordantes si

(X1> X, OY1>Y)) 0 (X< Xz OY1<Yy)

0 sea, si sg(X> — Xy) sg(Y2 — Y;) = 1. Andlogamente, diremos que son discordantes si
Sg(Xz — X1) sg(Y2 - Y1) =-1.

. n : .
Sea N, el numero de pares concordantes entre los (ZJ pares posibles y Ng el nUmero de
pares discordantes. Por ahora suponemos que no hay empates.

El exceso de concordancia sobre discordancia seréa

Ne = Ng =2 s9(X; = X;)sg(Y; - )

i<j

Observemos que esta diferencia toma valores entre — . El coeficiente

n(n-1) y n(n-1)
2 2
de Kendall se define como

— Nc_Nd _2(Nc_Nd)

"Tmax(N,-N,)  n(n-1)

De esta manera, si todos los pares son concordantes T = 1 y si todos los pares son
discordantes 1 = -1. Bajo independencia E(t) = 0 pues E(sg(X; - Xj) sg(Y;—-Y;)) =0

¢Como se procede si hay empates? Sélo se comparan los pares con X; Z X;, es decir se
descartan los empates en X, y se utiliza la siguiente forma del coeficiente:

Nc_Nd
r=——-+-%
N, + N,

donde los empates en Y se cuentan como ¥ en N,y % en Nq. Es decir:
* si Xj=Xj, se excluye ese par

* sisg(X;—Xj)sg(Y;—Y)=1sesumalaN;
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* sisg(X;— X sg(Y;—Y) =-1,sesumalaNg

* sisg(X;— X sg(Y;—Y) =0,sesumal/2aN.y1/2 aNg

Goodman y Kruskal (1963) propusieron esta modificacion del coeficiente de Kendall y
algunos autores la denominan coeficiente gamma.

Ejemplo: En el ejemplo anterior, los nimeros de pares concordantes y discordantes son
N, =44.5y Ny = 17.5, por lo cual

(N -Ny _445-175_ ) oo
N, +N, 445+175

También el coeficiente tau de Kendall puede ser utilizado para testear la hipotesis de
independencia (0 mejor expresado “no correlacion) entre X e Y. Se utiliza como
estadistico del test, si no hay empates

T=N, - N,

y si hay empates el coeficiente 1. La distribucion exacta bajo Ho (independencia) de Ty 1
esta tabulada para n < 60 (Tabla A1l de Conover). Para valores mayores de n 0 en
presencia de empates, se aproxima el cuantil de T mediante:

W =, 2en+)
P 3/n(n-1)

y el cuantil de T mediante:

w, =Z,\/n(n-1)(2n + 5)/18



